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Введение

Объектом исследований в кибернетике является информация и информационные явления. Инструментом для переработки информации служит компьютер. Для понимания и описания процессов преобразования  информации требуется специальный математический аппарат. В настоящее время в качестве такого аппарата утвердилась информационная алгебра. При изучении процессов управления широкое применение находят кибернетические модели в виде графов благодаря дополнительным возможностям, которые появляются при геометрическом подходе к описанию и трактовке различных процессов и явлений.

В курсе «Математические модели процессов информации и управления» изучаются основы теории множеств, элементы теории графов и математические модели передачи информации. Для этого изучаются основы кодирования и основные области применения кодов. 

Цель изучения  дисциплины является усвоение студентами теоретических основ и математического аппарата для описания данных, их преобразования и передачи.

Выполнение практических работ по дисциплине “Математические модели процессов информации и управления” предполагает обучение студентов основам работы с математическими моделями процессов передачи информации; криптографическими методами защиты информации и основам теории графов. В каждой работе приводятся краткие теоретические сведения, необходимые для выполнения работы, с иллюстрациями и примерами. Для каждой работы предусмотрены варианты заданий для выполнения.

Практическая работа № 1 
Энтропия и количество информации
Энтропия – степень неопределенности состояния системы.

Пример: 

Пусть имеется два дискретных ансамбля      

	xi
	     a
	     b

	pi
	0,9
	0,1


	yi
	     c
	     d

	pi
	0,5
	0,5


В дискретном ансамбле y степень неопределенности будет больше.

Собственная информация сообщения xi характеризует информативность или степень неожиданности конкретного ансамбля.

Математическое ожидание этой величины будет характеризовать информативность всего ансамбля.  

Определение:Энтропией дискретного ансамбля Х={xi,p(xi)} называется величина H(x) = M[I(x)] = ∑I(xi)*p(xi) = - ∑p(xi)*logp(xi)  
По определению получается, что энтропия представляет собой среднеожидаемое количество информации от системы.

Свойства энтропии:
1) Неотрицательность H(x)≥0

     Энтропия будет равной нулю, если система детерминированная

2) H(x)≤log|x| 

    Равенство будет иметь место, когда сообщение системы равновероятно.

3) Пусть имеется дискретный ансамбль Х и пусть на множестве его элементов определена некоторая функция q(x), введем дискретный ансамбль Y = {y=q(x)}, тогда для множества Y будет выполняться неравенство H(Y)≤H(X). Это означает, что обработка информации не приводит к увеличению энтропии.

Условная энтропия
Пусть имеются две зависимые системы X и Y . Обозначим p(yj/xi) вероятность того, что система Y примет значение Yj при условии, что система Х приняло значение Xi
P(Yj/Xi) = P(Y=yj, при X=xi).

[image: image115.png]


Условные вероятности должны быть  заданы для всех значений Y и Х. Для их задания используется матрица


  p(y1/x1)  p(y2/x2) …p(yn/x1)

                p(y1/x2)  p(y2/x2) …p(yn/x2)

                ……………………………

                p(y1/xm) p(y2/xm)…p(yn/xm)           

С помощью матрицы можно посчитать частную энтропию:

H(Y/Xi)=∑p(yj/xi)*log p(yj/xi)

Частную условную энтропию можно выразить через математическое ожидание  H(Y/xi) = M[-log p(Y/xi)].

Чтобы полностью охарактеризовать энтропию системы нужно определить полную или среднюю энтропию. Для этого надо частную условную энтропию усреднить по всем значениям х с учетом вероятности.

Определение: Полная условная энтропия сообщения y относительно х будет величина: 

H(Y/X) = ∑p(xi)*H(Y/xi)= -  ∑∑p(xi)*p(yj/xi)*log p(yj/xi)=
=∑∑p(xi,yj)*log p(yj/xi)

Понятие условной энтропии используется для определения информационных потерь, при передаче по каналам связи с помехами. В этом случаи система Х соответствует сообщениям источника, система Y – сигналы, принимаемые приемником. Матрица Р(Y/X) характеризует информационные потери, при передаче сообщений xi.

   И                         П

  х1                           y1 

  х2                            y2 

  хi                            yi  –  p(yi/xi) эта вероятность соответствует 

                                                         правильному приему

  xn                            yn
Таким образом, H(Y/xi) характеризует неопределенность того, что, отправив xi, мы получим любой из элементов множества Y.

Матрица, задающая p(yj/xi) называется канальной матрицей.

Рассмотрим приемник, т.е. систему Y. Когда приемник получает сигнал yi, существует неопределенность: какой сигнал был отправлен с источника.

   И                         П

  х1                           y1 
  х2                           y2 
  хi                            yi 
  xn                            yn
В этом случае для подсчета энтропии используется канальная матрица P(X/Y). Ей соответствует частная условная энтропия H(X/yi) и полная условная энтропия H(X/Y).

Энтропия сложной системы. Объединение двух систем

X и Y называется сложная система Х и Y, постоянные которой представляют собой все возможные комбинации состоящих Х и Y.

Если система Х={xi,p(xi)}, а система Y={yj,p(yj)},тогда вероятности объединенной системы (х,y) будем обозначать pij=p(xi,yj). Эти вероятности удобно записывать в виде матрицы P(X,Y).

Эта матрица обладает следующими свойствами:

1) ∑∑pij=1

2) pi=∑pij задают распределение состояния системы Х.

     pj=∑pij задают распределения системы Y. 

Энтропией сложной системы называется величина:

H(X,Y)= - ∑∑pij*log pij
В форме математического ожидания: 
H(X,Y) = M[-log p(xi,yj)] 

Свойства энтропии сложной системы:

1) Если системы Х и Y независимы, тогда

H(X,Y)=H(X)+H(Y)

2) Если Х и Y независимые системы, тогда

Н(X,Y)=H(X)+H(Y/X)

     Из свойства 2 вытекает следствие: H(X,Y)=H(Y)+H(X/Y)

3) H(X/Y)≤H(X) и H(Y/X)≤H(Y)

4) H(X,Y)≤H(X)+H(Y)

5) Если системы X и Y эквивалентны, то H(X,Y)=H(X)=H(Y). Системы X и Y эквивалентны, если постоянные одной системы полностью определяют состояние другой системы.

Вывод: 

1) Энтропия характеризует среднеожидаемое количество информации от системы.

2) Если имеются две взаимозависимые системы, то формула энтропии по определению позволяет вычислить энтропию источника или энтропию приемника.

3) Условная энтропия Н(Х/Y) определяет количество недостающей информации на приемном конце.

4) Энтропия характеризует среднее количество информации, передаваемое по каналу связи с помехами.

Количество информации в сложной системе

Пусть имеется дискретный ансамбль Х={x,p(x)}. Среднее ожидаемое количество информации для системы Х характеризуется величиной энтропии H(x). Однако, если наблюдение за системой Х ведется через систему Y возникает вопрос: «Как определить количество информации?»  

Количество информации, содержащийся в сообщении системы Y относительно сообщений системы Х, будет равно количеству информации, передаваемой из Х.

Х – потери, вызванные действием помех.

Определение: Полная информация о системе Х, полученная через систему Y, определяется величиной I(Y,X)=H(X) – H(X/Y).

Свойства полной информации:

1)Симметричность: I(Y,X)=I(X,Y).

Каждая из двух систем содержит относительно друг друга одну и туже информацию.

2) Неотрицательность:  I(Y/X)≥0

3) Полная информация I(Y/X)=0, когда системы Х и Y независимы.

4) Если системы Х и Y эквивалентны, то I(Y,X)=I(Y)=I(X).

5) Если Y- система, подчиненная системе Х, то I(Y,X)=H(Y).

     Пример: пусть имеется система Х со следующим законом распределения:

	x1
	x2
	x3
	x4

	0,1
	0,2
	0,3
	0,4


При наблюдении за системой, не различимы сигналы х1 и х2, х3 и х4. Требуется определить информацию системы Х. Для решения строят подчиненную системуY, в которой будет два сигнала y1 и y2. Их вероятности H(Y)=-0,3*log0,3 – 0,7*log0,3=

Тогда информация о системе Х, получается через системуY: I(Y/X)=H(Y)

6) Для определения полной информации можно использовать следующую формулу: I(Y/X)=H(X)+H(Y)-H(X,Y)

7) Полную информацию можно выразить через математическое ожидание:


I(Y,X)= M -log P(x)*P(y)    

                            p(x,y)

 8) I(X,X)=I(X)

Задания для выполнения

Задание №1 Условная энтропия

Канал связи от источника Х к приемнику Y описывается канальной матрицей P(Y/X) или P(X/Y). Вероятности появления символов источника или приемника заданы. Определить информационные потери H(X/Y), H(Y/X) и полную энтропию H(X,Y).

Варианты задания 1:

1 вариант
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Задание №2 Энтропия сложных систем

Канал связи от источника Х к приемнику Y описывается канальной матрицей Р(X,Y). Определить информационные потери H(X/Y), H(Y/X), полную информацию J(X,Y) и частные информации J(yj,X), J(xi,Y), i(xi,yj) для всех i,j.
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Практическая работа № 2 
Оптимальное кодирование информации

Пусть имеется дискретный ансамбль Х={х, p(x)}, требуется построить неравномерный двоичный код. Причем, необходим такой код, который обладает свойством однозначной декодируемости.

Определение: код обладает свойством однозначной декодируемости, если он допускает разделение кодовой последовательности на отдельные кодовые слова, без использования каких-либо дополнительных символов.

Пример
Пусть имеется множество Х={1,2,3,4}.Кодировать будем с помощью двоичного алфавита A={0,1}.Пусть имеются коды с1={00,01,10,11}

                                                                                       c2={1,01,001,000}

                                                                                       c3={1,10,100,000}

                                                                                       c4={0,1,10,01}

Из этих множеств только с4 не обладает  свойством декодируемости. Код с2 из неравномерных кодов наиболее легко расшифровывается, т.к. ни одно кодовое слово не является началом другого слова. Такие коды называются префиксными.  
Префиксные коды всегда являются однозначно декодируемыми.

Префиксность – достаточное, но не необходимое условие декодируемости (например, с3 – код однозначно декодируемый, но не префиксный).

Префиксные коды удобно представить в виде кодовых деревьев

Определение: Код называется древовидным, если в качестве кодовых слов он содержит только кодовые слова соответствующие концевым вершинам дерева.

В дальнейшем будем рассматривать только префиксные коды.

При сравнении кодов логично в качестве критерия выбрать среднюю длину кодового слова.

Определение: Пусть имеется дискретный ансамбль Х={x,p(x)} и пусть для его кодирования выбран код 
с= {c1,c2,…,cm}. Обозначим через li длину i-го кодового слова. Тогда средняя длина кодового слова: 

lср=M[l(x)]=∑li*p(xi)

Сравним среднюю длину кодовых слов для рассмотренного примера. Будем считать, что вероятности появления кодовых слов равны.  

Код с1 является равномерным lср=2.
Код с2 является неравномерным lср=2,25.

Код с3 также не является равномерным lср=2,25.

Первый аспект: не всегда и не любой неравномерный код будет более эффективным. Однако, если бы короткие слова имели более высокую вероятность появления, то средняя длина кодового слова была бы меньше. Если вероятность появления кодовых слов неодинакова, то неравномерные коды более эффективны и дают меньшую среднюю длину.

Второй аспект при сравнения кодов ( сложность реализации кодирования.

Причем, сложность зависит от области применения. Если кодирование реализуется на универсальном компьютере, то оперативная память неограниченна. Если код реализован на интегральной схеме, то память является определяющим фактором.

Кроме того, коды часто являются составной частью более сложного  алгоритма, поэтому имеет значение сложность модификации кода, при изменении статических данных об источнике. 

Таким образом, задача неравномерного кодирования есть построение однозначного кода с наименьшей длинной кодового слова, при заданных ограничениях на сложность.

Принципы построения оптимальных неравномерных кодов:

1) Каждый элементарный символ должен переносить максимальное количество информации. Для этого нули и единицы должны встречаться в закодированном тексте приблизительно в равном количестве.

2) Буквы, имеющие наибольшую вероятность, должны кодироваться более короткими словами.

Первый оптимальный код – код Шеннона-Фано имеет следующий алгоритм:

Шаг 1. Все вероятности сортируются в порядке убывания.

Шаг 2. Все сообщения разбивают на две группы так, чтобы суммарные вероятности группы были приблизительно равными. Первой группе присваиваем ноль, а второй единицу.

Шаг 3. Если в подгруппе количество символов больше единицы, то переходим к шагу два. Если во всех группах сообщений по одному, то построение кодов закончено.

Второй оптимальный код – код Хаффмана. Код Хаффмана строится следующим образом:

Шаг 1. Буквы располагают в порядке убывания вероятностей.    

Шаг 2. Складывают вероятности двух последних букв.

Шаг 3. Ряд переписывают с учетом новой суммарной вероятности. Эти действия повторяют пока суммарная вероятность не станет равной единице.

Чтобы не упорядочивать вероятности для построения кода Хаффмана используют следующий алгоритм:

1) Инициализация. Список подлежащих обработке слов состоит из М=М0 узлов, каждому из которых предписана некоторая вероятность.

2) Организуем цикл пока М>1. 

Находим два узла с наименьшими вероятностями, исключаем их из списка. 

Вместо них вводим новый узел, вероятность которого равна сумме исключенных узлов. 

Новый узел связывается ребрами с исключенными узлами. Уменьшаем М=М-1. 

В результате получится кодовое дерево.

Существует совмещенной способ построения кода Хаффмана:

Пусть имеется пять символов, которые имеют заданные вероятности. Соответствующее дерево кода Хаффмена будет иметь вид:

	A
	0.5
	
	
	
	
	1

	
	
	
	
	
	0
	

	B
	0.2
	
	
	
	0.5      1
	

	
	
	
	
	0
	
	

	C
	0.15
	
	
	0.3    1
	
	

	
	
	
	0
	
	
	

	D
	0.1
	0
	0.15   1
	
	
	

	E
	0.05
	1
	
	
	
	


Достоинство кода Хаффмана в том, что можно использовать не только двоичные алфавиты.

Свойства оптимальных кодов:

1) Если все сообщения равновероятны, то оптимальным будет равномерный код. При этом, если количество сообщений равно целой степени двойки, то средняя длина кодового слова будет равна энтропии.

2) Слова с одинаковой вероятностью имеют одинаковую длину.

3) Кодовые слова с наименьшей вероятностью имеют наибольшую длину.

4) Если кодовый алфавит состоит из k символов, 
тогда средняя длина кодового слова lср=H/log2K.

5) Можно рассчитать коэффициент сжатия кода 

µ=Hmax/(lср*log2K) 

для двоичных кодов
µ=Hmax/lср. 

Коэффициент относительной эффективности кода kоэ= H/(lср*log2K).

Задание для выполнения

Работа выполняется на персональном компьютере с использованием языков программирования высокого уровня. Постройте программу, которая бы позволила ввести сообщение произвольной длины. Программа должна выделить буквы алфавита введенного текста, подсчитать и выдать  частоту появления этих букв. Определить энтропию, приходящуюся в среднем на одну букву, длину кода при равномерном кодировании и избыточность. Программа должна обладать некоторым интерфейсом для удобства работы пользователя. Имея программу необходимо запустить ее и, пользуясь подсказками меню, ввести произвольный связный текст на русском языке. Это может быть пословица, стихотворение или произвольный текст. 

Используя результаты, выданные компьютером, следует: 

1) проанализировать алфавит введенного сообщения: количество символов алфавита, значение энтропии H, длину кода при равномерном кодировании, избыточность R при однобуквенном кодировании; 
2) построить вручную коды Шеннона-Фано и Хаффмена (используя полученные статистические данные); 

3) определить среднюю длину кода lср для кодов Шеннона-Фано и Хаффмена; 
4) сравнить полученное значение lср с оптимальным H, выданным компьютером; 
5) определить коэффициент сжатия и коэффициент относительной эффективности.  

Практическая работа № 3 
Кодирование последовательностей 

Блочное кодирование

Пусть имеются две буквы алфавита A и B. Закодировать данные буквы можно только по одному символу.  

	A 
	0.9 
	0 

	B 
	0.1 
	1 


Средняя длина кода будет равна 1 биту 
[image: image54.wmf]k

= 1(0.9+1(0.1=1 бит/буква. Энтропия  равна H= (0.9(log 0.9 (  0.1(log 0.1=0.47 .  Следовательно, избыточность составляет 53%. 

Чтобы уменьшить избыточность кодируются двухбуквенные сочетания. В этом случае уже можно воспользоваться  эффективным кодированием. 
	AA 
	0.81 
	0 
	------ 
	------ 
	0 

	AB 
	0.09 
	  
	0 
	------ 
	10 

	BA 
	0.09 
	1 
	1 
	0 
	110 

	BB 
	0.01 
	  
	  
	1 
	111 


Тогда средняя длина кода на блок из двух букв будет 
[image: image55.wmf]k

Б

2

=1,29. А на одну букву 
[image: image56.wmf]k

=0.645 бит/букву. Избыточность в этом случае будет уже составлять примерно 17%. Если мы возьмем сочетания из трех букв, то получим еще  лучший результат и т.д. Увеличивая длину блоков можно как угодно близко  приблизиться к оптимальному значению H=0.47. 

Арифметическое кодирование

Рассмотрим для простоты дискретный постоянный источник, выбирающий сообщения из множества X ={1,..., M}, с вероятностями {p1, … , pM }. Обозначим через {q1, … , qM } кумулятивные вероятности сообщений. Задача состоит в кодировании последовательностей множества X={xn}.

Упрощение состоит в том, ни кодер ни декодер не хранят и не строят всего множества из |Xn| кодовых слов. Вместо этого при передаче конкретной последовательности x кодером вычисляется кодовое слово c(x) только для данной последовательности x. Правило кодирования, конечно, известно декодеру и он восстанавливает x по c(x) , не имея полного списка кодовых слов.
Алгоритм арифметического кодирования

1. Инициализация. По вероятностям {p1, … , pM } сообщений источника вычисляются кумулятивные вероятности:

  q1 = 0
 
          qj = qj-1 + pj-1 ,  для  j=2 ,...,M.

Устанавливаются начальные значения вспомогательных переменных F=0 , G=1.

Принимается от источника последовательность сообщений x = (x1,..., xn ).
2. Для  i=1 ,...,n выполняются следующие вычисления

F = F + q (xi)( G

G = p (xi)( G
3. Кодовое слово для x формируется как первые (–log G(+1 разрядов после запятой в двоичной записи числа (F + G/2).

Двухпроходное побуквенное кодирование

Пусть x = (x1,..., xn ) – последовательность на выходе источника. Множество сообщений X и длину последовательности считаем заранее известными кодеру и декодеру. На практике длина последовательности либо передается отдельно в заголовке файла некоторым стандартным для данной системы способом, либо в алфавите источника имеется специальный символ, указывающий на завершение файла.
Рассмотрим универсальное кодирование для класса источников без памяти с неизвестным распределением вероятностей на буквах источника. Очевидным решением задачи будет следующее.
Кодер сначала просматривает последовательность и определяет число появлений (n(a) каждого сообщения  a (X  в последовательности x длины n . Затем, используя полученную информацию, вычисляет оценки вероятностей сообщений и строит по ним некоторый код для множества X . 
На втором проходе этот код используется для кодирования последовательности сообщений источника. 
Кодовое слово состоит из двух частей  c(x)=( c1(x), c2(x)). Первая часть содержит информацию об использованном коде, вторая – собственно закодированную последовательность.

Декодер сначала по c1(x) строит код, затем по c2(x) восстанавливает одно за другим закодированные сообщения.

В это описание вкладывается целое семейство алгоритмов, отличающихся друг от друга выбором кода и способом передачи служебной информации. 

В качестве примера рассмотрим алгоритм побуквенного кодирования кодом Хаффмена:

1. Просматривается последовательность и определяется число появлений (n(a) каждого сообщения  a (X  в последовательности x длины n .

2. Строим оптимальный код Хаффмена для последовательности букв алфавита X. Код представляется в виде дерева.
3. По кодовому дереву строится служебная последовательность c1(x). Все вершины дерева размечены. Нулем помечены промежуточные вершины, единицей – концевые. Будем считывать в служебную последовательность c1(x) символы, приписанные вершинам ярус за ярусом, начиная с корня дерева, сверху вниз.
Например, для дерева 

	A
	0.5
	
	
	
	
	1

	
	
	
	
	
	0
	

	B
	0.2
	
	
	
	0.5      1
	

	
	
	
	
	0
	
	

	C
	0.15
	
	
	0.3    1
	
	

	
	
	
	0
	
	
	

	D
	0.1
	0
	0.15   1
	
	
	

	E
	0.05
	1
	
	
	
	


Будем иметь следующую служебную последовательность
c1(x) = 010101011

4. Строим последовательность c2(x), содержащую последовательность букв сообщения, закодированного кодом Хаффмена.

Чтобы завершить описание кода, нужно указать, какая конкретно буква соответствует каждому кодовому слову. Для этого достаточно 8 бит на каждую букву.
Задания для выполнения

Задание 1. Закодировать предложение из лабораторной работы №3, используя блочное и арифметическое кодирование. 

1. Представить закодированную последовательность

2. Подсчитать для блочного кода lср и lср 1 букву
3. Сравнить длины закодированных последовательностей для блочного и арифметического кодирования.

4. Сделать выводы: 

· качество результата для блочного и арифметического кодов;

· качество результата для блочного и однобуквенного кодов.

Задание 2. Закодировать это же предложение, используя двухпроходное побуквенное кодирование Хаффмена.

1. Подсчитать длину последовательности при равномерном 8-битном кодировании.

2. Построить код Хаффмана и соответствующее кодовое дерево.

3. Записать длину первой l1 и второй l2 частей кодового слова.

4. Сравнить 1. и 3. и определить количество бит выигрыша.

5. Сделать выводы.

Практическая работа № 4 
Методы сжатия, применяемые в архиваторах

Словарные методы сжатия. Основная идея, используемая в замещающих компрессорах, состоит в замене появления определенной фразы или группы байт во фрагменте данных ссылкой на предыдущее появление этой фразы. Существуют два основных класса методов, названных в честь Якоба Зива (Jakob Ziv) и Абрахама Лемпеля (Abraham Lempel), впервые предложивших их в 1977 и 1978. 

Алгоритм LZ78 

Алгоритм LZ78 вносит все встреченные им последовательности в словарь. Всякий раз, когда среди данных, которые надо сжать, встречается последовательность, программа обращается к словарю: 

· если последовательность находится в словаре, то в выходной файл заносится код для этой записи; 

· если последовательность представляет собой расширенный вариант последовательности из словаря, то она добавляется в таблицу. 

Например, если программа сжатия уже имеет последовательность ABC в словаре и увидит последовательность ABCA, то она вначале занесет в выходной файл код из словаря для ABC, затем для символа A, после чего последовательность ABCA будет добавлена в словарь. Если же она позже встретит ABCAB, то выведет код для ABCA, затем код для символа B и добавит ABCAB в словарь. Каждый раз, когда программа встречает последовательность из словаря, она выдает код и добавляет новую запись, которая на один байт длиннее. 

Первоначально словарь содержит всевозможные однобайтовые значения, пронумерованные от 0 до 255, и до трех дополнительных записей с номерами от 256 до 258 для хранения вспомогательной информации. Количество дополнительных записей зависит от кода. 

Пример 1. Пусть надо сжать сообщение abcabc.
	PRIVATE
a
	Уже есть в словаре, и программа сжатия знает об этом. Поэтому она запоминает этот символ и переходит к следующему байту.

	b
	Последовательности ab в словаре нет, поэтому она туда добавляется с присваиваемым ей кодом 257. Программа выводит в выходной файл а и начинает накапливать последовательность, начинающуюся с b. 

	c
	Последовательности bc в словаре нет, поэтому она туда добавляется с кодом 258. Программа выводит b и переходит к поиску последовательности, начинающейся с с. 

	a
	Опять-таки последовательности са в словаре нет, поэтому она туда добавляется с кодом 259. Программа выводит с и переходит к поиску последовательности, начинающейся с а. 

	b
	Теперь последовательность ab в словаре уже есть, программа помнит об этом (фактически она помнит, что код этой последовательности 257), заносит в выходной файл этот код и продолжает двигаться дальше. 

	C
	Теперь программа имеет код 257 (код для ab) и с. Так как последовательности abc в словаре нет, она туда добавляется с кодом 260, выводится код 257, и программа ищет дальше последовательность, начинающуюся с с. 


Таблица 1. Пример сжатия

	PRIVATE
Предыдущий код
	Текущий байт
	Текущая последовательность
	Добавляется в словарь
	Выходной файл

	Нет
	a
	a
	 
	 

	A
	b
	ab
	257
	a

	B
	c
	bc
	258
	b

	C
	a
	ca
	259
	c

	A
	b
	ab(257)
	 
	 

	257
	c
	abc
	260
	257

	C
	a
	ca(259)
	 
	 

	259
	b
	cab
	261
	259

	b
	c
	bc(258)
	 
	 

	258
	a
	bca
	262
	258

	a
	b
	ab(257)
	 
	 

	257
	c
	abc(260)
	 
	 

	260
	a
	abca
	263
	260

	A
	b
	ab(257)
	 
	 

	257
	c
	abc(260)
	 
	 

	260
	a
	abca(263)
	 
	 

	263
	b
	abcab
	264
	263


В таблице 1 приводится развернутый пример работы алгоритма. Во время каждого шага проверяется, есть ли текущая последовательность в таблице (код указывается в круглых скобках), и если ее там нет, она туда добавляется. Важно, что последовательности в таблице становятся все длиннее и длиннее, а количество данных в столбце "выходные данные" становится все меньше и меньше. Следует заметить, что это происходит только в случаях подобных данному, когда последовательности часто повторяются.

Кроме словаря, программа фактически использует очень мало данных. Ей требуется только хранить код сравниваемой последовательности и текущего байта.

Рассмотрим, как работает LZ-распаковщик. Распаковщик работает по тому же принципу, что и программа сжатия. Всякий раз, когда программа сжатия находит длинную последовательность, которую необходимо добавить в словарь, она, прежде чем это сделать, выводит предыдущий код. Распаковщик может только следовать дальше, строя такой же словарь, что и программа сжатия. Всякий раз, когда распаковщик читает код, он декодирует его по словарю и затем подражает действиям программы сжатия, чтобы модифицировать словарь. 

Таблица 2 показывает, как распаковщик декодирует выходные данные программы сжатия, полученные нами в предыдущем примере. 

Таблица 2. Пример распаковки

	PRIVATE
Входные данные
	Выходные данные
	Добавляется в словарь

	A
	a
	 

	B
	b
	ab(257)

	C
	c
	bc(258)

	257
	ab
	ca(259)

	259
	ca
	abc(260)

	258
	bc
	cab(261)

	260
	abc
	bca(262)

	263
	abca
	abca(263)


Как видно из таблицы 2, распаковщик никогда не встречает код, который не был бы уже записан в словарь. Исключение составляют данные, имеющие вид байт - последовательность - байт - последовательность - байт типа a bc a bc а. В этом и только в этом случае код для байт - последовательность - байт (в нашем примере это 263) будет встречен программой декодирования до того, как он попадет в словарь, поэтому распаковщик может использовать предыдущий код (в нашем примере это 260) и на основании его распознать текущий код.

Один из моментов, требующих некоторых дополнительных разъяснений - зарезервированный код 256. Как видно из предыдущих примеров, пока данные сжимаются, объем словаря устойчиво растет. При использовании этого алгоритма для сжатия файлов, имеющих очень большие размеры, вы должны каким-то образом ограничить объем памяти, выделяемой для хранения словаря. Программа сжатия устанавливает ограничение на размер словаря (обычно это значение находится в пределах 4 096 - 65 536 записей), и после того, как объем достигает этого значения, она очищает словарь. Таким образом, может быть ограничен объем используемой памяти. Чтобы этим не сбить с толку распаковщика, программа сжатия всякий раз, очищая словарь, вставляет код 256, который называется кодом сброса (reset code). Когда распаковщик видит код 256, он сбрасывает словарь.

Когда алгоритм LZ начинает работу, в его словаре всего 257 записей. Таким образом, для представления любого кода словаря требуется только девять бит. После того как количество записей в словаре достигнет 512, потребуется уже десять бит. Алгоритм оптимизирован таким образом, чтобы использовать ровно столько бит, сколько требуется для предоставления всех записей словаря. После того как в словаре появляется 511-я запись, на каждый код будет отводиться 10 бит; с появлением 1023-й записи на каждый код будет использоваться 11 бит и так далее, количество бит будет увеличиваться лишь по мере необходимости. Распаковщик при построении такого же словаря будет также изменять в нужный момент размеры кода.

Алгоритм LZ77

Методы LZ77 отслеживают последние обработанные n байт данных, и когда встречается фраза, которая уже была, вместо нее выдается пара значений, соответствующая позиции фразы в буфере предыстории и длине фразы. В сущности, компрессор передвигает окно фиксированного размера по потоку данных (в основном называемое скользящим окном), и позиция в паре (позиция, длина) обозначает позицию фразы внутри этого окна. Наиболее используемые алгоритмы происходят от метода LZSS, описанного Джеймсом Сторером (James Storer) и Томасом Шимански (Thomas Szymanski) в 1982. В этом компрессоре используется окно размером N байт и буфер предпросмотра, содержимое которого ищется в окне.

Расжатие просто и быстро: Если встречается пара (позиция, длина), на выход копируется (длина) байт из окна начиная с позиции (позиция).

Алгоритм LZW, модернизированный Терри Велчем

Как уже упоминалось, Терри Велч работал над созданием программы compress вместе с группой программистов Unix. При реализации compress он несколько усовершенствовал исходный алгоритм LZ78. Наиболее интересное усовершенствование - адаптивный сброс (adaptive reset). Вместо того, чтобы очищать словарь по достижении определенного объема памяти для его хранения (вариант, рассмотренный до этого), программа compress продолжает использовать словарь до тех пор, пока остается высоким уровень сжатия. Этот подход базируется на двух наблюдениях, касающихся процесса сжатия LZW. Одно из них заключается в том, что на первых порах величина сжатия сильно зависит от размера словаря. Больший словарь содержит более длинные последовательности, которые в результате эффективно сжимаются в одиночный код. Адаптивный сброс пытается эксплуатировать большой словарь как можно дольше. Другое наблюдение состоит в том, что многие файлы (особенно архивы TAR (архивы системы UNIX), содержащие различные виды файлов внутри архива) содержат области с различными типами данных. В процессе работы алгоритма LZW формируется словарь, специально приспособленный для определенного типа данных. При значительном изменении типа данных словарь уже не будет давать хорошего сжатия. Контролируя эффективность сжатия, программа compress может сбрасывать словарь в момент падения производительности.

Другие программы, использующие алгоритм LZW фактически, работают с двумя зарезервированными кодами. В дополнение к коду сброса, они используют специальный код, с помощью которого помечается конец сжатых данных.
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Другие алгоритмы кодирования, применяемые в архиваторах

«Монотонные» коды. Эти коды входят как составная часть в один из алгоритмов Зива-Лемпела. 

Метод интервального кодирования и метод «стопка книг». Эти способы кодирования тоже полезны для понимания алгоритмов Зива-Лемпела. Кроме того, они имеют самостоятельное значение, в частности, они часто используются при кодировании видеоинформации. 

Монотонные коды

Эти коды используются для кодирования натуральных чисел, поэтому объем кода должен быть бесконечный (счетный). 

Префиксный код множества натуральных чисел Ν ={1,2,…} мы будем называть монотонным кодом, если для любых i, j ( Ν, i< j, длины соответствующих кодовых слов li и lj удовлетворяют неравенству li <= lj.
Рассмотрим разновидности монотонных кодов.

Унарный код

Напомним, что запись вида 0m или 1m  означает соответственно серию из m нулей или единиц. Унарный код сопоставляет числу i двоичную комбинацию вида 1i-10. Например, унарными кодами чисел 1, 2 и 3 являются последовательности unar(1)=0, unar(2)=10 и unar(3)=110 соответственно. Длина кодового слова для числа i равна li = i.  
Простое монотонное кодирование

Этот код проще всего объяснить на конкретном примере. Предположим, что нужно передать число i =21. Двоичное представление этого числа имеет вид 10101. Непосредственно использовать при кодировании двоичные представления натуральных чисел нельзя, такой код не будет префиксным.

Самый простой выход состоит в том, чтобы приписать в начале слова префикс, указывающий длину двоичной записи числа (в данном случае это число 5). Если это число закодировать префиксным, например, унарным, кодом и приписать слева к двоичной записи числа, то код получится однозначно декодируемым. В данном примере для числа 21 получим кодовое слово 1111010101.

Так как первая значащая цифра двоичной записи числа – всегда 1, ее можно не передавать, декодер сам допишет недостающую единицу, если будет знать длину двоичной записи числа. Обозначим через bin’(i) двоичную запись натурального числа i без первой единицы, прямыми скобками обозначается длина двоичной последовательности. Итак, простой монотонный код числа i имеет следующую структуру

[image: image59.png]mon(i) = (unar(|bin'(i)| +1).bin'(i))




Код Левенштейна

Чтобы сделать запись еще короче, с длиной двоичной записи можно поступить так же, как и с самим числом, т.е. передать его значащие разряды (кроме первой единицы), затем длину двоичной записи числа значащих разрядов и т.д. Итерации продолжаются, пока не останется 1 значащий разряд.

Чтобы декодирование было однозначным, достаточно приписать префикс, содержащий закодированное префиксным кодом число итераций. Заметим, что минимальное число итераций равно 0 (при кодировании числа 1). Поэтому в качестве префиксного кода можно выбрать унарный код увеличенного на 1 числа операций. Полученное кодовое слово будет кодовым словом кода Левенштейна.

Например, для числа 21 вычисляется bin’(21)=0101, затем bin’(4)=00, bin’(2)=0. Число итераций равно 3, поэтому кодовое слово кода Левенштейна имеет вид lev(21)=(1110)(0)(00)(0101)=11100000101

Декодер кода Левенштейна, декодируя унарный код, узнает, что итераций было 3. Прочитав один значащий разряд (0) и дописав к нему в начало 1, получает последовательность 10. Это означает, что на предпоследней итерации длина числа была 2. Прочитав 2 разряда и дописав слева 1, получает 100. Теперь декодер считывает 4 разряда и дописывает слева 1. Получается последовательность 10101, ей соответствует число 21. Поскольку это уже последняя 3-я итерация, число 21 является результатом декодирования.
Код Элайеса (Упрощенный код Левенштейна)

Опишем более простой код, приведенный в работе Элайеса.

Числу i=1 припишем кодовое слово elias(1)=0. Для чисел 
i > 1 кодовые слова вычисляются по следующем правилу:

elias(i)=(unar( |bin'(|bin'(i)|)|+2 ) , bin'(|bin'(i)|), bin'(i) ) 

То есть, кодовое слово состоит из 3 частей. Справа (в третьей части) записываем двоичное представление числа без первой единицы. Ей предшествует вторая часть, в которой пишется двоичное представление длины третьей части, тоже без первой единицы. В первой части записан унарный код увеличенной на 2 длины второй части кодового слова.

Например, для числа 21 кодовое слово имеет вид = elias(21) = (1110)(00)(0101)=1110000101.  

Задания для выполнения

Задание 1. Применение словарных методов кодирования

Закодировать указанную в варианте задания последовательность символов с использованием словарных методов.

	№ 
вар
	Последовательность символов
	Методы 
LZ77 или LZSS
	Количество фраз в словаре для метода 
LZ78 или LZW

	1. 
	
	Размер словаря 
	Размер буфера
	

	2. 
	синеет синева сини
	12
	4
	LZW 
Не ограничен

	3. 
	синеет синева сини
	10
	4
	LZ78  -   16

	4. 
	синеет синева сини
	12
	5
	LZW 
Не ограничен

	5. 
	красивая красная краска
	12
	4
	LZW 
Не ограничен

	6. 
	красивая красная краска
	10
	4
	LZ78  -   16

	7. 
	красивая красная краска
	12
	5
	LZW 
Не ограничен

	8. 
	ткет ткач ткани
	8
	3
	LZ78  -   16

	9. 
	ткет ткач ткани
	10
	4
	LZW 
Не ограничен

	10. 
	ткет ткач ткани
	10
	3
	LZ78  -   16

	11. 
	пешеходный переход
	8
	3
	LZ78  -   16

	12. 
	пешеходный переход
	10
	4
	LZW 
Не ограничен

	13. 
	пешеходный переход
	10
	3
	LZ78  -   16

	14. 
	береженого бог бережет
	12
	6
	LZW 
Не ограничен

	15. 
	береженого бог бережет
	10
	5
	LZW 
Не ограничен

	16. 
	береженого бог бережет
	12
	5
	LZ78  -   16


Можно использовать последовательность символов по выбору студента, но при этом параметры методов должны соответствовать варианту.

Результаты работы:

1. Процесс кодирования в виде таблицы.

2. Подсчеты длин закодированных строк для использованных методов.

3. Сравнение результатов и выводы.

Можно написать программу для кодирования.

Задание 2. Кодирование натуральных чисел. Закодировать указанные в варианте натуральные числа с использованием методов простого монотонного кодирования, методов Левенштейна и Элайеса. Декодировать казанное в варианте число (метод отмечен в соответствующем столбце).

	№
вар.
	Последовательность натуральных чисел
	Методы, которые нужно применить при кодировании

	
	
	Простое монотонное кодирование
	Метод Левенштейна
	Метод Элайеса

	1. 
	X1=7, X2=16, X3=32
	+
	+
	

	2. 
	С1=11100111111
	
	
	+

	3. 
	X1=8, X2=17, X3=33
	+
	+
	

	4. 
	С1=111001101010
	
	
	+

	5. 
	X1=9, X2=18, X3=34
	+
	+
	

	6. 
	С1=111010000001
	
	
	+

	7. 
	X1=7, X2=16, X3=32
	+
	
	+

	8. 
	С1=111000111111
	
	+
	

	9. 
	X1=8, X2=17, X3=33
	+
	
	+

	10. 
	С1=111000101010
	
	+
	

	11. 
	X1=9, X2=18, X3=34
	+
	
	+

	12. 
	С1=1110010000001
	
	+
	

	13. 
	X1=10, X2=19, X3=35
	+
	+
	

	14. 
	С1=111010100100
	
	
	+

	15. 
	X1=11, X2=20, X3=36
	+
	+
	

	16. 
	С1=11100111100
	
	
	+

	17. 
	X1=12, X2=25, X3=37
	+
	+
	

	18. 
	С1=111010000110
	
	
	+

	19. 
	X1=13, X2=22, X3=38
	+
	+
	

	20. 
	С1=11100101011
	
	
	+

	21. 
	X1=14, X2=23, X3=39
	+
	+
	

	22. 
	С1=111010100011
	
	
	+

	23. 
	X1=10, X2=19, X3=35
	+
	
	+

	24. 
	С1=1110010100100
	
	+
	

	25. 
	X1=11, X2=20, X3=36
	+
	
	+

	26. 
	С1=111000111100
	
	+
	

	27. 
	X1=12, X2=25, X3=37
	+
	
	+

	28. 
	С1=1110010000110
	
	+
	

	29. 
	X1=14, X2=22, X3=38
	+
	
	+

	30. 
	С1=111000101011
	
	+
	


Результаты работы должны содержать: 

1. Коды трех чисел С(X1), С(X2), С(X3)

2. Сравнить длину закодированных чисел. Сделать выводы.

3. Декодированное число.

Задание 3. Интервальные методы кодирования

Закодировать и декодировать указанные в варианте последовательности с использованием методов интервального кодирования и метода «стопка книг».

 Алфавит – {a, b, c, d}

	№
вар.
	Последователь-ность для кодирования
	Последовательность для декодирования
	Метод, который нужно применить при кодировании

	
	
	
	Интервальное кодирование
	«Стопка книг»

	1. 
	{addcabdcbda}
	
	
	+

	2. 
	
	{3,0,0,5,0,6,0,7,5,0}
	+
	

	3. 
	{adbbabbbdd}
	
	
	+

	4. 
	
	{3,3,3,2,4,0,4,4,0,5}
	+
	

	5. 
	{dadddbcaabdc}
	
	
	+

	6. 
	
	{3,3,3,3,0,4,0,5,3,0,3,8}
	+
	

	7. 
	{babcddaabdc}
	
	
	+

	8. 
	
	{1,1,1,1,1,1,9,0,10,0,5}
	+
	

	9. 
	{dadddbdddbab}
	
	
	+

	10. 
	
	{3,3,3,3,2,2,2,2,2,8,2,2,5}
	+
	

	11. 
	{dadbbbdddbbc}
	
	
	+

	12. 
	
	{3,0,4,0,5,5,2,2,2,2,0}
	+
	

	13. 
	{accbbbcbbdc}
	
	
	+

	14. 
	
	{3,3,3,0,4,0,4,0,7,5,2}
	+
	

	15. 
	{ddbcdaccbd}
	
	+
	

	16. 
	
	{3,3,3,3,0,3,3,1,3,3,1}
	
	+

	17. 
	{ddabcbdbadc}
	
	+
	

	18. 
	
	{3,2,0,1,3,2,2,2,0,3}
	
	+

	19. 
	{dabbcdcbbd}
	
	+
	

	20. 
	
	{3,2,0,3,2,3,1,3,3}
	
	+

	21. 
	{ddabccbdcd}
	
	+
	

	22. 
	
	{1,0,1,2,1,2,3,1}
	
	+

	23. 
	{abcdcccdbba}
	
	+
	

	24. 
	
	{2,3,1,3,2,3,3,3,0,3,0}
	
	+

	25. 
	{aacbdcdbdda}
	
	+
	

	26. 
	
	{1,1,2,3,0,1,0,3,2,3,1}
	
	+

	27. 
	{dadddabbcccd}
	
	+
	

	28. 
	
	{3,0,0,3,0,3,3,1,1,0,3}
	
	+

	29. 
	{bdbcccbdaba}
	
	+
	

	30. 
	
	{3,3,0,0,3,3,0,3,3,0,3}
	
	+


Результаты работы: 

1. Код последовательности.

2. Сравнить длину закодированных чисел. Сделать выводы.

3. Декодированная последовательность.

Практическая работа № 5 
 Помехоустойчивое кодирование

Линейные блочные коды

Определение: Линейным блочным кодом называется множество последовательности длины n названных кодовыми словами, которое характеризуется тем, что сумма двух кодовых слов есть кодовое слово. Такие коды называются линейными    ( (n,k)- коды).

 n – длина кода

 k – информационная часть

Операция сложения и умножения для кодовых слов осуществляются по модулю два ( mod 2).

Пример: 

                1+1+1(mod 2)=1

                1+1+0(mod 2)=0

                1*1+1*0(mod 2)=1

Желательным качеством этих кодов является систематичность. Это означает, что в качестве кодового слова идут k информационных символов, а затем идут n-k проверочных.

Определение: Блочный линейный n,k-код, обладающий свойством систематичности называется линейным систематическим n,k- кодом.

Простейшим случаем линейного блочного кода является код с проверкой на четность. 

Способы задания линейных кодов. Свойства линейных кодов 

Первый способ задания – перечисление кодовых слов.

Второй способ задания – система проверочных условий. Для всех проверочных символов записывается:

ej=∑xi*hij,   j=1,n-k
ej – проверочный символ

xj – символ информационного сообщения

hij – коэффициент, принимающий значение 0 или 1, в соответствии с правилами конкретного кода.

Пример: пусть имеется (5,3) – код

                e1= 0*x1+1*x2+1*x3 = x2+x3
                e2=1*x1+1*x2+0*x3 = x1+x2
Кодовое слово 011 →
x1=0  e1=0

                                     

x2=1  e2=1

                                     

x3=1  e3=1

                         
 011→01101

Третий способ задания – матричный. Он основан на построении порождающей и проверочной матрицы.

Определение: Алфавит из двух символов {0,1} вместе со сложением и умножением по mod 2 называется полем из двух элементов. Обозначается GF(2).

Векторное пространство над полем GF(2) включает в себя 2n векторов. Его подпространством Vk является множество из 2k кодовых слов.

Любое векторное пространство однозначно определяется базисом. Для Vk базис состоит из  k линейно независимых векторов. 

Таким образом, линейный n,k – код полностью определяется набором из k  кодовых слов принадлежащих этому коду. Этот набор обычно представляется в виде матрицы, которую называют порождающей. Ее обозначение G(n,k).

Пример: (5,3) – код

                


  1 0 0 01

                    G(5,3)=  1 1 0 10

                                   0 1 1 01

Возможно множество вариантов для порождающей матрицы. Количество возможных вариантов определяется по формуле:

Mn,k=∏(2k*2i)

Для удобства работы в порождающей матрице, ее записывают в канонической или систематической форме:

G(n,k)=||Ik Rk,r||, где r=n-k
   1 0 0 01

G(5,3)=    0 1 0 11
   0 0 1 11

Порождающая матрица в канонической форме может быть получена из любой другой порождающей матрицы посредством перестановки строк и заменой строк на их линейные комбинации.

Проверочная матрица строится на основе порождающей и в общем виде имеет вид: 

H(n,k)=|| RTk,r, Ir||


H(5,3)=      0 1 1 10

                   1 1 0 01

Свойства кодов
1) Произведение любого кодового слова на транспонированную проверочную матрицу есть нулевой вектор из r элементов, r=n-k
X*HT(n,k)=[0…0]

Пример: пусть кодовое слово Х=10001


X*HT=(10001)  0 1   =(00)

                                   1 1

                                   1 0

                                   1 0

                                    0 1

2) Произведение ошибочного кодового слова Х  на транспонированную проверочную матрицу будет ненулевой вектор.

Вектор, полученный в результате умножения, называется синдромом и обозначается s(x). 

s(x)=X*H(n,k)≠0
3) Между  порожденной и проверочной матрицей существует однозначное соответствие: G(n,k)* HT(n,k)=0

4) Произведение информационного сообщения на порожденную матрицу дает кодовое слово кода.

5) Вес любой строки подматрицы Pk,r  должен быть
 Wi ≥ dmin – 1.

6) Два кода называются эквивалентными, если их порождающие матрицы получаются одна из другой перестановкой столбцов и линейными  комбинациями строк.

7) Кодовое расстояние любого (n,k) – кода удовлетворяет неравенству             dmin ≤ n-k+1 

Код, удовлетворяющий равенству, называется кодом с максимальным расстоянием.

Пример: пусть требуется построить помехоустойчивый код, позволяющий передовать15 сообщений. Код должен обнаруживать и исправлять одну ошибку. Требуется передать 15 сообщений. Информационная часть кода 4 бита

 k=4, 2r ≥ n+1 

2r ≥4+r+1

2r ≥ 5+r → r=3

Таким образом, имеем (7,4)- код, dmin=1+1+1. Это значение позволяет определить количество единиц в проверочной части матрицы.

Wi = dmin – 1 → записываем порождающую матрицу

1000 110

                 0100 011

                 0010 101

                 0001 111

Проверочная матрица

                         
         1 0 1 1  100

 
            1 1 0 1  010


                                           0 1 1 1  001

Исходная последовательность: x=1010 101

По проверочной матрице можно записать формулы для вычисления проверочных символов

 e1= x1+x3+x4
 e2= x1+x2+x4
 e3= x2+x3+x4

Исправление ошибок

Для описания возникших ошибок, используется вектор ошибки. Это есть последовательность длиной n с единицами в тех позициях, где произошли ошибки.

Пусть принята последовательность с ошибкой  ˜x=x+er, где

  х – переданная последовательность

  er – вектор ошибки

Для обнаружения ошибок s=˜x*HT=(x+er)*HT=x*HT+er*HT=er*HT
Это означает, что синдром принятой последовательности зависит от ошибки и не зависит от переданного кодового слова. Задача декодера, используя эту зависимость, определить координаты ошибки. Для этого составляется таблица в соответствии с синдромом и координат ошибки. 

Понятие циклического кода
Циклические коды являются разновидностью линейных кодов.

Определение: Линейный код называется циклическим, если для любого кодового слова (х0,х1,…,хn) циклическая перестановка символов (х1,х2,…,хn,х0) также является кодовым словом.

Для построения циклических кодов требуется перейти от векторного описания к полиноминальному. Для этого символы, составляющие кодовые слова интерпретируются как коэффициенты полинома в порядке возрастания степени.

Кодирования сообщения в кодовое слово производится умножением исходного полинома на другой.

Рассмотрим, как производится деление полиномом и операция mod.

1) Деление

                    х5+х2+х+1  х2+1          

    х5+х3          х3+х+1

                     х3+х2+х+1


     х3+х  


х2+1


х2+1 


0

2)Пусть необходимо взять модуль х5+х2(mod x2+1)

  Когда записывает так, то результатом является остаток от деления первого полинома на второй. Если степень первого полинома меньше степени второго, то результатом будет просто первый полином.

Важным свойством полиномиального представления кодов является возможность осуществить циклический сдвиг вправо, путем умножения кодового слова на х и нахождение остатка от деления xn+1.

Пример: требуется осуществить сдвиг кодового слова(1011)

n=4

1) Записываем кодовое слово 1+х2+х3 в виде полинома

2) Умножаем на х: х+х3+х4
3) х4+х3+х    х4+1
х4+1         1 

х3+х+1

(1101)
Порождающий полином для циклических кодов

Возникает вопрос: «Как получить кодовое слово из исходного сообщения?» Для этого полином, соответствующий сообщению, умножается на специальный полином, который называется порождающим для данного кода.

Теорема: Полином g(x) является порождающим для линейного циклического кода длины n тогда и только тогда, когда g(x) делит многочлен xn+1. Это означает, что для получения порождающего полинома требуется разложить на множители xn+1. Из этих множителей выбираем полином степени n-k, где k – длина сообщения.

Пример: требуется найти порождающий многочлен линейного циклического кода n=7. Этот код должен осуществлять кодирование сообщений длины k=4, тогда количество проверочных символов r = n ( k = 3.

1) Разложим xn+1 на множители для n=7:

     x7+1=(x+1)*(x3+x+1)*(x3+x2+1)

2) Надо выбрать порождающий полином. Выбираем, например,  g(x)=x3+x+1

3) Закодируем для примера V=1010.

     c(V)=V*g(x)=(x3+x+1)*(1+x2)=x3+x+1+x5+x3+x2=x5+x2+x+1=1+x+x2+x5

Кодовое слово c(V)=(1110010)

Рассмотрим алгоритм декодирования и нахождения ошибок. 

Процедура декодирования следующая:

1) Находим синдромный полином

    S(V)=c(V)(mod g(x))

    Если S(V)=0, то слово передано правильно, если S(V)≠0, требуется определить и исправить ошибки.

2) Начиная с i=1 рассчитаем si(V)=xi*s(V)(mod g(x)). Нахождение si продолжаем до тех пор, пока вес si не станет меньше либо равен количеству ошибок, который способен найти код.

     Пусть sm(V) имеет требуемый вес, тогда полином ошибки                                                                                           e(x)=xn-m*sm(x)(mod xn+1).

     Для исправления ошибок надо сложить полученное кодовое слово с ошибкой c’(v)=c(V)+e(x) – правильное кодовое слово.

Пример выполнения задания

Задание 1. Линейные блочные (n,k)-коды.

Код, обнаруживающий и исправляющий 1 ошибку и способный передать 15 сообщений

Т.к требуется передать 15 сообщений, то k = 4 – информационная часть кода

r = 3 – проверочная часть кода

Таким образом имеем (7,4) – код.

dmin =  1 + 1 + 1 = 3 

Порождающая матрица
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Проверочная матрица в систематическом виде
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Проверочная матрица для кодов Хэмминга
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Проверочная матрица в упорядоченном виде
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Система проверочных уравнений
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Таблица синдромов
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Пусть требуется передать слово 1001. Составим кодовое слово кода:
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Пусть мы получили кодовое слово 1001011. Требуется проверить, есть ли ошибки?
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   => ошибка в 6-м символе

Проверим, исправит ли код 2 ошибки:
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Код не исправит 2-х ошибок

Задание 2. Циклические (n,k)-коды.

Код, обнаруживающий и исправляющий 1 ошибку и способный передать 15 сообщений

Т.к требуется передать 15 сообщений, то k = 4 – информационная часть кода
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   =>   n = 7  =>   r = 3

r = 3 – проверочная часть кода

Таким образом имеем (7,4) – код.

Определяем порождающий полином для кода

1). Разлагаем x7 +1 на множители

x7 + 1 = (x + 1)(x3 + x + 1)(x3 + x2 + 1)

2). Выбираем порождающий многочлен

g(x) =  x3+x+1

Закодируем слово 0011 => x2 + x3

c(v) = v*g(x) = (x3 + x + 1)( x2 + x3) = x5 + x6 + x3 + x4 + x2 + x3 =  x2 + x4  + x5 + x6
c(v) = 0010111

Внесём ошибку в кодовое слово. Пусть мы передали c(v) = 0010111, а

получили последовательность c’(v) = 0110111 = x + x2 + x4  + x5 + x6
g(x) =  x3+x+1

Построим синдром 

s(v) = c’(v)(mod g(x)) = x 
[image: image91.wmf]¹

 0
[image: image92.wmf]
s1(v) = x*s(v) (mod g(x))  = x2
s2(v) = x2*s(v) (mod g(x))  = x + 1

s3(v) = x3*s(v) (mod g(x))  = x2 + x

s4(v) = x4*s(v) (mod g(x))  = x2 + x + 1

s5(v) = x5*s(v) (mod g(x))  = x2 + 1

s6(v) = x6*s(v) (mod g(x))  = 1  =>    вес равен 1

Определим полином ошибки

 e(x) = x7-6*s6(v) (mod (x7+1)) = x
Построим правильное кодовое слово

c(v) = c’(v) + e(x) = x2 + x4  + x5 + x6
Построим порождающую матрицу 
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h(x) = (x7+1)/g(x) = x4 + x2 + x + 1

Запишем вспомогательную матрицу 
[image: image96.wmf])
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Построим проверочную матрицу 
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Пусть требуется передать слово 0101. Составим кодовое слово кода:
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Проверим правильность с помощью проверочной матрицы

x*HT = (000)

Задания для выполнения

Цель работы: выработка практических навыков построения помехоустойчивых кодов и определения ошибок.

Задача 1. Линейные блочные (n,k)-коды

· Определить длину информационной части кода и проверочной части.

· Построить порождающую матрицу.

· Построить проверочную матрицу в систематическом виде (для кодов Хэмминга и в упорядоченном виде).

· Сформировать системы проверочных и синдромных уравнений.

· Составить таблицу синдромов.

·  Сформировать кодовое слово исследуемого кода, проверить его на правильность.

· Ввести в кодовое слово одну ошибку. Показать, как определить ошибку в кодовом слове и как ее исправить.

· Показать на примере, сколько ошибок код не может обнаружить. 

Задача 2. Линейные блочные (n,k)-коды 
· Определить длину информационной части кода и проверочной части.

· Определить порождающий полином для кода

· Выбрать любое слово и закодировать его.

· Внести одну или несколько ошибок в кодовое слово. Построить синдром и через синдромы определить полином ошибки. Построить правильное кодовое слово.

· Построить порождающую и проверочную матрицы .

· Задать другое слово, закодировать его с помощью порождающей матрицы и проверить правильность с помощью проверочной матрицы.

Варианты :

1. Код, обнаруживающий и исправляющий 2 ошибки и способный передать 15 сообщений

2. Код Хэмминга для кодирования 6 сообщений

3. Код, исправляющий 1 ошибку и способный передать 7 сообщений

4. Код, исправляющий 1 ошибку и способный передать 20 сообщений

5. Код, исправляющий 1 ошибку и способный передать 60 сообщений

6. Код Хэмминга для кодирования 10 сообщений

7. Код, обнаруживающий 2 ошибки и исправляющий 1 ошибку, способный передать 50 сообщений

8. Код, обнаруживающий 2 ошибки и исправляющий 1 ошибку, способный передать 15 сообщений

9. Код, обнаруживающий 2 ошибки и исправляющий 1 ошибку, способный передать 30 сообщений

10. Код, обнаруживающий 2 ошибки и исправляющий 1 ошибку, способный передать 7 сообщений

11. Код, обнаруживающий и исправляющий 1 ошибку и способный передать 15 сообщений

12. Код, обнаруживающий и исправляющий 2 ошибки и способный передать 60 сообщений

13. Код, обнаруживающий 2 ошибки и исправляющий 1 ошибку, способный передать 120 сообщений

14. Код, обнаруживающий и исправляющий 1 ошибку и способный передать 120 сообщений

15. Код, обнаруживающий и исправляющий 2 ошибки и способный передать 30 сообщений

Практическая работа № 6 
Защита информации криптографическими методами

Перестановочные шифры

1 Простой столбцевой перестановочный шифр

В данном виде шифра текст пишется на горизонтально разграфленном листе бумаги фиксированной ширины, а шифротекст считывается по вертикали. Дешифрирование заключается в записи шифротекста вертикально на листе разграфленной бумаги фиксированной ширины и затем считывании открытого текста горизонтально. 

Открытый текст: Математические модели процессов информации и управления
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Зашифрованный текст: МТИЕОВР АЯАИЕЛЦ МИВТЧ ИЕИА Л ЕЕМ СНЦУЕМСОПСФИПНАКДРООИРИ

2 Перестановочный шифр с ключевым словом

Буквы открытого текста записываются в клетки прямоугольной таблицы по ее строчкам. Буквы ключевого слова пишутся над столбцами и указывают порядок этих столбцов (по возрастанию номеров букв в алфавите). Чтобы получить зашифрованный текст, надо выписывать буквы по столбцам с учетом их нумерации:

Открытый текст: Прикладная математика Ключ: Шифр 
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Криптограмма: Раяеикнаааидммкплатт 

Ключевое слово - последовательность столбцов - известно адресату, который легко сможет расшифровать сообщение.

Подстановочные шифры

1 Шифр Цезаря

В шифре Цезаря каждая буква замещается на букву, находящуюся k символами правее по модулю равному количеству букв в алфавите. (Согласно Светонию у Цезаря k=3 и n=50)

Ck(j)=(j+k)(mod n), n - количество букв в алфавите

Очевидно, что обратной подстановкой является

 

Ck-1(j)=Сn-k=(j+n-k)(mod n)
2 Модулярный шифр

В этом шифре задаются следующие параметры: n – количество букв в алфавите, два числа а и b, причем а и в должны быть больше или равны нулю, но меньше n и число а должно быть взаимно простым с n. Взаимная простота а и b требуется для того, чтобы каждой букве соответствовал уникальный шифр. Результатом шифрования будет

Ca,b(j)=(a*j+b)mod n

Пример: Пусть имеется алфавит: а б в г д е ж з. Тогда  n=8. В качестве параметров возьмем а=3 и b=5. Зашифруем буквы 

C3,5(б)=(3*1+5)mod 8=0→a

C3,5(г)=(3*3+5)mod 8=6→ж

Обобщение подстановочных шифров

1) Для модулярного шифра.

Вместо выражения a*j+b можно использовать более сложный полином, даже нелинейного вида. 

2) Обобщение для шифра Цезаря.

Биграмный шифр

Для этого шифра сначала из букв алфавита строится произвольный квадрат. Ключом будет являться размер алфавита и расположение букв в квадрате. Буквы из открытого текста выбираются парами. Их кодировка зависит от их взаимного расположения в ключевом квадрате.

1)  х1            х2
 .    .    .    .    .    .
          c1            c2
Код – буква соседняя справа, если буквы в одной строке.

2)                        .


                                    . x1
                               c1  .

                                    . x2
                               c2  .

3) x1     c1                            x2       c2
     .   .    .   .               .     .    .      .

     .   .    .   .               .     .    .      .   

    c2      x2                           c1       x1

3 Шифр Полибия

Наиболее древней из известных является система греческого историка Полибия. Суть шифра состоит в следующем: рассмотрим прямоугольник, часто называемый доской Полибия.
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Каждая буква может быть представлена парой букв, указывающих строку и столбец, в которых расположена данная буква. Так представления букв В, Г, П, У будут АВ, АГ, ВГ, ГБ соответственно, а сообщение ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА зашифруется как

ВГВДБВБДБЕАААДВБААЕБЕЕВАААГААЕВАААГАБВБДААЕЕ

4 Шифр Вернама (одноразовый блокнот)

В классическом понимании одноразовый блокнот является большой неповторяющейся последовательностью символов ключа, распределенных случайным образом. Первоначально это была одноразовая лента для телетайпов. Отправитель использовал каждый символ ключа для шифрования только одного символа открытого текста. Шифрование представляет собой сложение по модулю n (мощность алфавита) символа открытого текста и символа ключа из одноразового блокнота.

5 Шифр Вижинера

Для шифрования строится таблица Вижинера – это матрица n×n, где  n – объем алфавита символов.

Первая строка в таблице – все символы алфавита

Вторая строка – все символы со сдвигом на одну букву

Третья строка – все символы со сдвигом на две буквы и т.д.

Затем задается ключ – это слово или набор неповторяющихся букв.

Шифрование:
1) Записываем буквы ключа под шифруемым текстом, повторяя ключ нужное количество раз.

2) Выписываем из таблицы Вижинера первую строку и те строки, которые соответствуют ключу по первым буквам.

3) Буква шифра стоит на пересечении столбца, соответствующего букве открытого текста и строки, соответствующей нужной букве ключевого слова. 

Шифр Вижинера можно применять несколько раз. Такой шифр называется составным шифром Вижинера.
Другой разновидностью шифра Виженера, имеющей легкозапоминаемый квадрат подстановок, является шифр Бофорта (Beaufort, в некоторой литературе читается как Бьюфорт), названный в честь адмирала сэра Френсиса Бофорта - создателя шкалы для определения скорости ветра. Его строками являются строки квадрата Виженера, записанные в обратном порядке, а первая и последняя строки поменяны местами:

	
	А Б В Г Д Е Ж З И Й К Л М Н О П Р С Т У Ф Х Ц Ч Ш Щ Ъ Ы Ь Э Ю Я

	А Б В Г Д Е Ж З И Й К Л М Н О П Р С Т У Ф Х Ц Ч Ш Щ Ъ Ы Ь Э Ю Я
	А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б
Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В
В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г
Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д
Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е
Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж
Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З
З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И
И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й
Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К
К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л
Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М
М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н
Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О
О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П
П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р
Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С
С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т
Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У
У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф
Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х
Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц
Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч
Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш
Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ
Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы Ъ
Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь Ы
Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э Ь
Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю Э
Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я Ю
Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А Я
Я Ю Э Ь Ы Ъ Щ Ш Ч Ц Х Ф У Т С Р П О Н М Л К Й И З Ж Е Д Г В Б А


Таблица Бофорта для русского алфавита

Формулой преобразования будет: 

Bofd(mi)=(ki mod d-mi)(mod n)

Шифрование открытым ключом

В алгоритмах этого типа для шифрования и расшифровки информации используются пара ключей - открытый и закрытый, каждый из которых не может быть получен из другого. Открытый ключ рассылается всем абонентам, закрытый держится в тайне. Для того, чтобы отправить сообщение абоненту, нужно при шифровании использовать его открытый ключ, получатель же расшифровывает сообщение при помощи своего закрытого секретного ключа.

Самым популярным сегодня является алгоритм RSA, предложенный американскими учеными Райвестом, Шамиром и Адельманом в 1977 году.

Алгоритм шифрования данных с открытым ключом RSA (Copyright (c) Roman Lonely 2:5015/52.38) 

   Понятия:

Простое число - делится только на 1 и на само себя.

Взаимно простые- не имеют ни одного общего делителя, кроме 1.

Результат операции i mod j - остаток от целочисленного деления i на j.

Чтобы использовать алгоритм RSA, надо сначала сгенерировать открытый и секретные ключи выполнив следующие шаги:

1) Выберем два очень больших простых числа p и q.

2) Определим n, как результат умножения p на q (n= p*q).

3) Выберем большое случайное число, которое назовем d. Это число должно быть взаимно простым с результатом умножения (p-1)*(q-1).

4) Определим такое число е, для которого является истинным следующее соотношение (e*d) mod ((p-1)*(q-1))=1.

5) Hазовем открытым ключом числа e и n, а секретным ключом - числа d и n.

=================================

Теперь, чтобы зашифровать данные по известному ключу {e,n}, необходимо сделать следующее:

Разбить шифруемый текст на блоки, каждый из которых может быть представлен в виде числа M(i)=0,1,2..., n-1( т.е. только до n-1).

Зашифровать текст, рассматриваемый как последовательность чисел M(i) по формуле C(i)=(M(i)^e)mod n. Здесь ^ операция возведения в степень.

Чтобы расшифровать эти данные, используя секретный ключ {d,n}, необходимо выполнить следующие вычисления: 

M(i) = (C(i)^d) mod n. 

В результате будет получено множество чисел M(i), которые представляют собой исходный текст.

==========================

Рассмотрим следующий пример:

Зашифруем и расшифруем сообщение "САВ" по алгоритму RSA. Для простоты будем использовать маленькие числа(на практике - нужно брать намного большие).

1) Выберем p=3 and q=11.

2)Определим n= 3*11=33.

3) Hайдем (p-1)*(q-1)=20. Следовательно, d будет равно, например, 3: (d=3).

4) Выберем число е по следующей формуле: (e*3) mod 20=1. Значит, е будет равно, например, 7: e=7.

5) Представим шифруемое сообщение как последовательность чисел в диапазоне от 0 до 32 (так как n =33).

Буква А =1, В=2, С=3.

Теперь зашифруем сообщение, используя открытый ключ {7,33}

C1 = (3^7) mod 33 = 2187 mod 33 = 9;

C2 = (1^7) mod 33 = 1 mod 33 = 1;

C3 = (2^7) mod 33 = 128 mod 33 = 29;

Теперь расшифруем эти данные, используя закрытый ключ {3,33}.

M1=(9^3) mod 33 =729 mod 33 = 3(С);

M2=(1^3) mod 33 =1 mod 33 = 1(А);

M3=(29^3) mod 33 = 24389 mod 33 = 2(В);

Все, данные расшифрованы.

Задания для самостоятельного решения

Цель работы: выработка практических навыков криптографической защиты информации.

Задача 1. Использование симметричных алгоритмов шифрования

Написать программу, которая должна:

· давать возможность выбора или редактирования алфавита;

· задавать любой ключ шифрования;

· позволять вводить открытый текст и шифротекст;

· шифровать открытый текст и выводить результат;

· дешифровать шифротекст и выводить результат;

Отчет должен содержать:

1. Алгоритм работы программы.

2. Исходный текст и результат шифрования.

3. Шифротекст и результат дешифровки.

4. Текст программы.

!!! Задачу 1 можно выполнить без написания программы. В этом случае задачей является шифрование вручную своего имени и фамилии с использованием пяти шифров: биграммного, модулярного,  перестановочного с ключевым словом, шифра Вижинера и шифра Полибия.

Варианты к задаче 1

1. Биграммный шифр.

2. Модулярный шифр.

3. Перестановочный с ключевым словом.

4. Простой перестановочный шифр.

5. Составной шифр Вижинера.

6. Шифр Бофорта.

7. Шифр Вернама («открытый блокнот»).

8. Шифр Вижинера.

9. Шифр Полибия.

10. Шифр Цезаря.

11. Составной шифр Вижинера.

12. Биграммный шифр.

13. Перестановочный с ключевым словом.

14. Шифр Вижинера.

15. Модулярный шифр.

Задача 2. Шифрование открытым ключом

Для выполнения задания требуется:

· Сгенерировать открытый и закрытый ключи.

· Зашифровать свою фамилию.

· Записать результат.

· Дешифровать текст и проверить правильность шифра.

Практическая работа №7
Основные понятия теории графов

Граф (graph) - пара G=(V,E), где V - множество объектов произвольной природы, называемых вершинами (vertices, nodes), а E - семейство пар ei=(vi1, vi2), vijV, называемых ребрами (edges). В общем случае множество V и/или семейство E могут содержать бесконечное число элементов, но мы будем рассматривать только конечные графы, т.е. графы, у которых как V, так и E конечны. 

В приведенном определении графа E не случайно названо семейством пар, а не множеством. Дело в том, что элементы E могут быть неуникальны, т.е. возможны кратные ребра. 

Если порядок элементов, входящих в ei, имеет значение, то граф называется ориентированным (directed graph), сокращенно - орграф (digraph), иначе - неориентированным (undirected graph). Ребра орграфа называются дугами (arcs). В дальнейшем будем считать, что термин "граф", применяемый без уточнений "ориентированный" или "неориентированный", обозначает неориентированный граф. 

Пример. Пусть имеется граф G=(V,E):

Если e=(v,u), то вершины v и u называются концами ребра. При этом говорят, что ребро e является смежным (инцидентным) каждой из вершин v и u. Вершины v и u также называются смежными (инцидентными). В общем случае, допускаются ребра вида e=(v,v); такие ребра называются петлями. 

Степень вершины графа - это число ребер, инцидентных данной вершине, причем петли учитываются дважды. Поскольку каждое ребро инцидентно двум вершинам, сумма степеней всех вершин графа равна удвоенному количеству ребер. 

Граф, не содержащий петель и кратных ребер, называется обыкновенным, или простым графом (simple graph). Во многих публикациях используется другая терминология: под графом понимается простой граф, граф с кратными ребрами называют мультиграфом, с петлями - псевдографом. 

Некоторые классы графов получили особые наименования. Граф с любым количеством вершин, не содержащий ребер, называется пустым. Обыкновенный граф с n вершинами, любая пара вершин которого соединена ребром, называется полным и обозначается Kn (очевидно, что в полном графе n(n-1)/2 ребер). 
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Граф, вершины которого можно разбить на непересекающиеся подмножества V1 и V2 так, что никакие две вершины, принадлежащие одному и тому же подмножеству, не смежны, называется двудольным (или бихроматическим, или графом Кенига) и обозначается Bmn (m=|V1|, n=|V2|, m+n=|V|). Полный двудольный граф - такой двудольный граф, что каждая вершина множества V1 связана со всеми вершинами множества V2, и наоборот; обозначение - Kmn. Замечание: полный двудольный граф Bmn не является полным (за исключением B11=K2). 
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Подграфом, или частью графа G=(V,E) называется такой граф G'=(V',E'), что V'V и две несмежные вершины в G не смежны в G'. Полным подграфом называется подграф, любая пара вершин которого смежна.

Остовным подграфом (суграфом) графа G называется любой его подграф, содержащий то же множество вершин, 
что и G. 

Пути и циклы 

Путем в графе (или маршрутом в орграфе) называется чередующаяся последовательность вершин и ребер (или дуг - в орграфе) вида v0, (v0,v1), v1, ... , (vn-1,vn), vn. Число n называется длиной пути. Путь без повторяющихся ребер называется цепью, без повторяющихся вершин - простой цепью. Путь может быть замкнутым (v0=vn). Замкнутый путь без повторяющихся ребер называется циклом (или контуром в орграфе); без повторяющихся вершин (кроме первой и последней) - простым циклом. 

Граф называется связным, если существует путь между любыми двумя его вершинами, и несвязным - в противном случае. Несвязный граф состоит из нескольких связных компонент (связных подграфов). 

Для орграфов понятие связности является более сложным: различают сильную связность, одностороннюю связность и слабую связность. Орграф называется сильно связным, если для любых двух его вершин v и u существует как маршрут из v в u (v->u), так и из u в v (u->v). Орграф называется односторонне связным, если для любых двух его вершин u и v существует по крайней один из маршрутов v->u или u->v. Наконец, орграф называется слабо связным, если связен неориентированный граф, получаемый из этого орграфа путем снятия ориентации с дуг. Очевидно, что любой сильно связный граф является односторонне связным, а односторонне связный - слабо связным, но не наоборот. 
Задание для выполнения

Написать программу, которая позволит:

A. Задать произвольный граф. Выбор способа задания графа по желанию.

B. Определить наличие или отсутствие свойства графа, указанного в варианте.

C. Вывести составной элемент графа, указанный в варианте.

Результатом выполнения лабораторной работы будут:

1. Алгоритмы для вычислений частей А, В, С (можно в словесной форме).

2. Результаты работы программы:

Распечатка заданного графа.

Для подтверждения наличия или отсутствия свойства вывести соответствующие множества, или пути или ребра или т.п.

Распечатка соответствующего элемента.

3. Текст программы.

Варианты заданий

	№

вар.
	Тип графа
	Свойство для проверки
	Составной элемент графа

	1. 
	Неориентированный
	Полная двудольность
	Подграф

	2. 
	Ориентированный 
	Сильная связность
	Диаметр графа*

	3. 
	Неориентированный
	Двудольность
	Остовный подграф

	4. 
	Ориентированный 
	Односторонняя  связность
	Центр и радиус графа*

	5. 
	Неориентированный
	Связность
	Компоненту связности

	6. 
	Ориентированный 
	Слабая связность
	Независимое множество дуг

	7. 
	Неориентированный
	Полная двудольность
	Компоненту связности

	8. 
	Ориентированный 
	Слабая связность
	Центр и радиус графа*

	9. 
	Неориентированный
	Двудольность
	Остовный подграф

	10. 
	Ориентированный 
	Сильная связность
	Независимое множество дуг

	11. 
	Неориентированный
	Связность
	Подграф

	12. 
	Ориентированный 
	Слабая связность
	Диаметр графа *

	13. 
	Неориентированный
	Двудольность
	Компоненту связности

	14. 
	Ориентированный 
	Сильная связность
	Центр и радиус графа*

	15. 
	Неориентированный
	Полная двудольность
	Остовный подграф


*Дополнительные определения

Диаметр графа - максимально возможное расстояние между двумя вершинами

Центр графа – вершина, максимальное расстояние от нее до других вершин минимально.

Радиус графа – максимальное расстояние между центром графа и другой вершиной.

Множество дуг или ребер называется независимым, если оно не содержит циклов.

Практическая работа №8
Деревья. Алгоритмы работы с деревьями

Деревом называется произвольный связный граф без циклов.  Деревья обладают следующими свойствами:

1. любые две вершины соединены единственной простой цепью

2. количество ребер на единицу меньше количества вершин

3. при удалении любого ребра дерево становится не связным графом

4. при добавлении к дереву любого ребра в дереве появляется ровно один простой цикл

Фактически дерево можно получить из любого связного графа.

Утверждение: любой связный граф содержит остовный подграф который является деревом. Этот подграф называется остовным деревом.
                Специальные виды деревьев

1 Корневые деревья

Определение: Корневое дерево- ориентированное дерево, которое удовлетворяет условиям:

a) Имеется ровно один узел в который не входит не одно ребро, этот узел- корень

b) В каждый узел кроме корня входит ровно одно ребро

c) Из корня имеется путь к любому ребру.

Если имеется путь от вершины v1 к вершине v2, тогда вершина v1 предок вершины v2, а вершина v2 потомок вершины v1. 
Вершина которая не имеет потомков называется концевой вершиной или листом. Не концевую вершину называют внутренней. Если V1 и V2 дуга корневого дерева, то V1- отец, а V2- сын. 
Глубина дерева – длина пути из корня. Узлы находящиеся на одной глубине называются ярусами дерева. 
Для задания корневого дерева можно использовать те же способы, что и для любого графа. На практике для представления деревьев используется канонический способ: для каждого узла хранится указатель на отца.

2 Бинарные деревья

Определение:Бинарное дерево- корневое дерево у каждой вершины которого не более двух сыновей.

В таком дереве любой произвольный узел имеет левого и правого сына. Поддерево корнем которого является левый сын называется левым поддеревом. Поддерево корнем которого является правый сын называется правым поддеревом.

Имеется два способа представления бинарных деревьев:

1. Представление в виде двух массивов: первый массив- левые сыновья, второй- правые.

2. Представление в виде списковой структуры tree_ ptr
Tree_mode- запись имеющая структуру: 

Element- тип узла;

Left: tree_ ptr;

Right: tree_ ptr;

3 Полные бинарные деревья

Определение: Полное бинарное дерево- бинарное дерево для которого выполняются условия:

a) Заполнение дерева осуществляется от корня к листьям по уровням.

b) Заполнение уровней осуществляется слева направо.

Полные бинарные деревья представляются в виде одномерного массива: первый элемент массива- корень дерева. Для любого i-того узла элемент с индексом ( 2i)- левый сын, элемент с индексом (2i+1)- правый сын. Отец узла j – (j/2).

4 Бинарные поисковые деревья

Определение:Бинарное поисковое дерево- дерево поиска, если для любого узла V:

a) Все ключи в левом поддереве меньше ключа узла V
b) В правом поддереве все ключи больше, чем ключ V
c) В дереве нет одинаковых ключей.

5 Сбалансированные деревья

Определение: Дерево называется идеально сбалансированным, если оно является бинарным поисковым деревом и число вершин его левых и правых поддеревьев отличается не более, чем на единицу.

Определение: Дерево называется сбалансированным, если оно бинарное поисковое и высоты двух поддеревьев в каждой из вершин отличаются не более, чем на единицу. 

6 Способы обхода узлов в бинарных деревьях 

 Большинство алгоритмов при работе с деревьями посещают каждый узел в некотором порядке. 

Существует три наиболее распространенных способа обхода деревьев:

1. Прямой порядок: корень посещается раньше, чем поддеревья. 

Порядок обхода: корень- левое поддерево- правое поддерево. 

Процедура организуется рекурсивно. Пусть t: указатель на дерево.

 procedure direct (t)

{ if t не равно NULL then

                     { p(t);

      

direct ( t –> left );

      

direct ( t – > right);

    


}

}

2. Обратный порядок (снизу вверх ): корень посещается после поддеревьев. 

Порядок обхода: левое поддерево- правое поддерево- корень.

procedure undirect (t)

{ if t не равно NULL then

    

  {
undirect ( t- left );

        

undirect ( t- right );

     

p(t);}

     }

3. Внутренний порядок (слева направо ) 
Порядок обхода: левое поддерево-  корень- правое поддерево.
procedure inside (t)

{ if t не равно NULL then;

    

{ inside ( t- left );

    

 p(t);

    

 inside ( t- right );

    

 }

}

7 Представление множеств с помощью деревьев

  Базовыми операциями над множествами являются:

1) определение принадлежности элемента множества.

2) объединение не пересекающихся множеств.

Каждое множество будем представлять в виде корневого дерева. Корень дерева можно использовать для хранения имени множества. Дерево будем представлять в каноническом виде. 

Чтобы определить, к какому множеству принадлежит некоторый элемент – находим этот элемент и определяем корень множества, к которому он принадлежит. Этот корень – есть имя искомого множества.

Объединение непересекающихся множеств можем реализовать тремя способами:

1 Простое объединение 

Корневую вершину одного дерева делаем сыном корня другого дерева.

Чаще решается задача объединения множеств к которым принадлежат некоторые элементы x и y. 

a) Находим корни соответствующих множеств

b) Проверяем, не совпадают ли найденные корни. Если да, то задача решена, если нет, то присоединяем корень одного дерева к другому.

2 Объединение по размерам

В этом случае корень дерева большего размера будем считать отцом корня дерева меньшего размера. Размер дерева это количество вершин дерева. Здесь надо хранить информацию о размере дерева. Размер хранится в виде отрицательных чисел в корневых вершинах.

3 Объединение по высоте

Вместо размера дерева в корне хранится высота. При объединении корень дерева с меньшей высотой становится сыном корня дерева с большей высотой.

   8 Бинарные кучи

Бинарные кучи используются для организации приоритетных очередей. Элементы поступают в строгом порядке, а покидают очередь по значению некоторого ключа- приоритета. Чаще всего в качестве приоритета используется оставшееся время ожидания. Чем меньше оставшееся время ожидания, тем выше приоритет.

Бинарная куча- это полное бинарное дерево, для которого выполняется следующее условие- приоритет любой вершины не ниже приоритета ее сыновей. 

Организуются полные бинарные деревья в виде одномерного массива.

	i
	1
	2
	3
	4
	5

	H[i]
	10
	15
	20
	16
	25


При выполнении операций с бинарными кучами это свойство надо сохранять.

Добавление элемента к бинарной куче

Пусть в бинарной куче n элементов. Когда добавляем элемент мы его помещаем в n+1 позицию. Однако его приоритет может быть выше, чем приоритет его отца, тогда: 

1) определяем отца для полного бинарного дерева- делим пополам номер позиции элемента и берем целую часть. 

2) сравниваем приоритеты элемента и его отца. Если приоритет элемента выше – меняем их местами. 

Затем для новой позиции этого элемента находим отца и сравниваем и так далее.

Пусть x: добавляемый новый элемент

            n: начальное количество элементов

            h[1..n]: массив, представляющий бинарную кучу.

Алгоритм: 

Шаг 1. n= n+1, // увеличение количества элементов на 1.

         i=n,       // берем эту позицию в качестве текущей

Шаг 2. Определяем отца для этой позиции.

              j=i div 2;

              while (( x < h[j] ) and (j > 0));

              
{ h[i]= h[j]; 





   i=j;

             
   j= i div 2; 





}

              h[i]=x;

Удаление минимального элемента из бинарной кучи

Для бинарной кучи минимальный элемент имеет самый высокий приоритет и находится в корне. После его удаления его место должен занимать один из его сыновей или последний элемент. Выбирается элемент с более высоким приоритетом.

 Алгоритм:

last= h[n]; 

min= h[1];

k= n-1; 
i=1;

пока 2i<n;  // цикл “пока”

{ 
j=2i;

если j<n то

если h[j]>h[j+1] то j=j+1

если last > h[j] то
{ h[i]=h[j]; i=j }

иначе выходим из цикла пока 

}

h[i]= last;
Cоздание бинарной кучи из множества элементов
Пусть имеется некоторое множество объемом n. Сохраним элементы множества в одномерном массиве. В результате получаем представление полного бинарного дерева, но его требуется упорядочить по приоритетам.

                R= n div 2; //определяем отца для последнего элемента

                 for i= R downto 1 do

                 
{ last= h[i];

                  
   [цикл “пока”]

                  
   h[i]= last }

 Каждый шаг цикла for полностью упорядочивает поддерево и преобразует его в бинарную кучу. 

Бинарные кучи могут применяться для сортировки элементов и для поиска кратчайших путей графах, если длины ребер графа положительные числа.

9  Базовые операции над бинарными поисковыми деревьями

Для представления поисковых бинарных деревьев будем использовать записи. Пусть t- указатель на корневую вершину, тогда узел дерева будет записью со следующей структурой:
         узел дерева {е: тип элемента

                                left: t

                                right: t}

Поиск элементов по заданному ключу x
                find(x тип элемента, Y: t): t
                

{если x < Y->e то 

find(x, Y-> left);

               

  иначе если x >Y->e то 

find(x, Y-> right);

                

  иначе 

x- искомый элемент
}

Структура поиска является частным случаем поиска минимального и максимального элемента. Минимальный элемент является самым левым элементом. Максимальный элемент самым правым.

 Алгоритм:
    findmin (Y: t ): t;

    
{если y->left = NULL   to 

возвращаем Y->e как минимальный элемент.

          иначе 

findmin (Y-> left);

     }

Аналогично определяется максимальный элемент.

Добавление элемента с ключом x

Эту процедуру называют поиск по дереву с включением. Осуществляем поиск элемента x  в дереве, если этот элемент существует, то завершаем процедуру. Запишем процедуру вставки:

Ins (x,Y:t)

{ если Y==NULL то // создаем новое поддерево с  //элементом x 

{ Y->left= NULL;

 
   Y->right= NULL;

 
   Y->e= x; 

}

   если x<Y->e то 

Ins(x,Y-left);

   иначе если x>Y->e то 
Ins(x,Y-right);

 }

Удаление элемента x с заданным ключом x

 Del(x,Y:t)

 {если x<Y->e,то
del(x,Y->left);

иначе если x<Y->e, то 

del(x,Y->right);

иначе {

 
если Y->left=NULL то
{tmp=Y; 

 Y=Y->right;

     

  удаление tmp}

если Y->right=NULL то
{tmp=Y; 

 Y=Y->left;

     

 удаление tmp}

 
иначе{

 

tmp=findmin(Y->right);

Y->e=tmp->e
Del(tmp->e, Y->right);

    

  }

        }

   }

Задание для выполнения

Требуется написать программу, которая должна:

· вводить дерево для обработки;

· выводить исходное дерево (способ вывода зависит от выбранного способа представления в программе);

· выводить требуемые результаты;

Отчет должен содержать:

1. Рисунок (вручную) исходного дерева.

2. Рисунок (вручную) по результатам программы.

3. Исходные данные и результаты.

4. Алгоритм работы программы.

5. Текст программы.

Варианты заданий

1. Бинарная куча. Создание. Увеличение каждого значения на 5. Увеличение производить путем обхода сверху вниз.

2.  Бинарная куча. Создание. Увеличение каждого значения на 10. Увеличение производить путем обхода снизу-вверх.

3. Бинарная куча. Создание. Увеличение каждого значения на 1. Увеличение производить путем обхода слева направо.

4. Бинарная куча. Создание. Удаление минимального элемента.

5. Бинарная куча. Создание путем добавления элемента. Поиск элемента с заданным ключом.

6. Бинарное поисковое дерево. Добавление элементов. Поиск элемента с заданным ключом.

7. Бинарное поисковое дерево. Добавление элементов. Удаление элемента с заданным ключом.

8. Бинарное поисковое дерево. Создание. Увеличение каждого значения на 5. Увеличение производить путем обхода сверху вниз.

9. Бинарное поисковое дерево. Создание. Увеличение каждого значения на 10. Увеличение производить путем обхода снизу-вверх.

10. Бинарное поисковое дерево. Создание. Увеличение каждого значения на 1. Увеличение производить путем обхода слева направо.

11. Бинарное поисковое дерево. Создание. Поиск минимального элемента.

12. Бинарное поисковое дерево. Создание. Поиск максимального элемента.

13. Представление множеств с помощью деревьев. Организовать поиск множества, которому принадлежит заданный элемент. Объединение множеств по размеру.

14. Представление множеств с помощью деревьев. Организовать поиск множества, которому принадлежит заданный элемент. Простое объединение множеств.

15. Представление множеств с помощью деревьев. Организовать поиск множества, которому принадлежит заданный элемент. Объединение множеств по высоте.

Практическая работа №9
Раскраска графов

Определение. Пусть G=(V,E) – обыкновенный граф и k – натуральное число. Функция f: V→{1,…,k} называется раскраской графа. Раскраска называется правильной, если для любых смежных вершин x,y Є V справедливо неравенство f(x) ≠ f(y). Число k – число красок раскраски f.

Как правило, будем представлять себе, что мы раскрашиваем вершины некоторым набором красок (в количестве k штук). Правильность раскраски означает, что смежные вершины раскрашиваются в разные цвета.

Определение. Наименьшее число красок, необходимое для правильной раскраски графа G называется хроматическим числом графа G. Правильную раскраску таким числом красок будем называть оптимальной.

Рассмотрим примеры графов, изображенных на рисунке.
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Рисунок 1 – Примеры графов с раскраской

Оба графа содержат трехэлементный полный подграф К3, поэтому для правильной раскраски необходимо, по крайней мере, три краски. Для графа G1 этого достаточно (см. рисунок). Граф G2 имеет цикл длины 5. Нетрудно понять, что для правильной раскраски вершин цикла необходимо три краски. Но центральная вершина графа G2 смежна со всеми вершинами цикла, поэтому для правильной раскраски графа понадобится четвертая краска (см. рисунок). Итак,  (G1)=3 и  (G2)=4.

Свойства хроматического числа:

1. Граф G является 2-хроматическим тогда и только тогда, когда он не содержит циклов нечетной длины.

2. Аналогичными свойствами обладает двудольные графы. Отсюда следует, что 2-хроматический граф – 2-дольный граф. Также любое дерево является двудольным графом.

3. Если максимальная степень вершин простой граф G есть S(G), то 
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4. Граф G с максимальной степенью в S(G) является S-раскрашенным, за исключением двух случаев:

· при S(G)>2 граф не является циклом некоторой длины; 

· при S(G)>2 граф G  не является полным графом.

5. Данная оценка является хорошей, если степени всех вершин имеют близкие значения. В противном случае она является завышенной. Например, 
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Примеры задач, которые сводятся к нахождению хроматического числа и соответствующей оптимальной раскраски

Задача составления расписаний. Предположим, что в учебном центре надо провести несколько занятий за кратчайшее время. Длительность всех занятий одинакова, скажем, один час. Некоторые занятия не могут проводиться одновременно, например, это занятия в одной и той же учебной группе (по разным предметам), или занятия проводит один и тот же преподаватель. 

Для решения задачи построим граф G, вершинам которого биективно соответствуют занятия. Две вершины соединены ребром, если соответствующие занятия нельзя проводить одновременно. 

Ясно, что правильная раскраска графа G определяет расписание, удовлетворяющее требованиям несовместимости по времени: занятия, соответствующие вершинам, окрашенным одинаково, можно проводить одновременно. Справедливо и обратное, любое такое расписание определяет правильную раскраску графа G. Следовательно, кратчайшее время необходимое для проведения всех занятий равно  (G), а из оптимальной раскраски графа G получается необходимое расписание.

Задача распределения ресурсов. Необходимо выполнить некоторое множество V={v1,v2,…,vn} работ. Имеется множество S={s1,s2,…,sr} ресурсов, необходимых для выполнения этих работ. Каждая работа использует часть указанных ресурсов, одновременно могут выполняться работы, использующие разные ресурсы. Все работы выполняются за одно и то же время t. Необходимо распределить ресурсы так, чтобы общее время выполнения всех работ было минимальным.

Рассмотрим граф G с множеством вершин V. Две различные вершины v и v’ графа G смежны тогда и только тогда, когда для выполнения работ v и v’ требуется хотя бы один общий ресурс. Наименьшее время выполнения всех работ равно (G)·t. Оптимальная раскраска графа G определяет распределение ресурсов.

Задача экономии памяти. Предположим, что необходимо написать программу для вычисления функции φ (х1,x2,…,xn). Вычисление этой функции разбито на ряд блоков, у каждого из блоков имеются входные и выходные переменные (см. рис. 2). Так, например, у блока 2 входные переменные a и b, выходная – с, у блока 3 входная переменная a, выходная – d.
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Рисунок 2 – Рисунок, иллюстрирующий задачу экономии памяти

Верхнюю часть рис. 2 можно назвать блок–схемой по информации. Нижняя часть этого рисунка представляет собой «систему координат», где по вертикальной оси отложены введенные в блок–схеме переменные, а по вертикальной «время их жизни» при вычислении значения функции φ.

Предположим, что значения переменной занимают одну ячейку памяти. Задача состоит в том, чтобы определить наименьшее число ячеек памяти, необходимое для хранения указанных в блок – схеме переменных. Решить эту задачу можно следующим образом. На множестве переменных V={a,b,…,g,h} введем структуру графа: две переменных соединим ребром, если времена их жизни пересекаются. Полученный граф будем называть графом несовместимости переменных (см. рис. 3). Значения переменных не могут занимать одну ячейку памяти тогда и только тогда, когда переменные соединены ребром в графе несовместимости.
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Рисунок 3 – Граф несовместимости переменных

Следовательно, задача экономии памяти сводится к нахождению оптимальной раскраски графа несовместимости. В нашем случае достаточно четырех ячеек памяти (см. рис. 5.3).

Задание для выполнения

Используя понятия раскраски графов, хроматического числа, оптимальной раскраски, решить задачу согласно варианту.

Варианты задач для решения

1. В учебном центре необходимо провести занятия по математике, немецкому, английскому, французскому языку и истории в группах А,В,С. Занятия проводятся преподавателями K,L,М. Следующая таблица Т указывает, какие занятия надо провести в группах и какими преподавателями они могут быть проведены:

	Предмет
	Группа
	Преподаватель

	
	А
	В
	С
	K
	L
	M

	Математика
	+
	
	
	+
	 
	 

	Немецкий язык
	
	+
	+ 
	 
	
	+ 

	Англ. язык
	+ 
	
	+
	 
	+
	 

	Франц. язык
	
	+ 
	
	 
	 
	+

	История
	+
	+
	+ 
	 
	+ 
	


Каждое занятие проводится в течение двух часов, включая перерывы. В центре имеются три аудитории, которые вмещают лишь одну из групп. Для занятий по иностранным языкам оборудована одна из этих аудиторий. Можно ли провести все необходимые занятия в течение одного рабочего дня (8 часов)? Если можно, то как это сделать?

2. На предприятии планируется выполнить 8 работ: v1,v2,…v8. Для выполнения этих работ необходимы механизмы а1,а2,…,а6. Использование механизмов для проведения каждой из работ определяется следующей таблицей Т:

	Работа 

механ.
	v1
	v2
	v3
	v4
	v5
	v6
	v7
	v8

	a1
	+
	 
	 
	+
	 
	 
	+
	 

	a2
	+
	+
	 
	 
	+
	 
	 
	 

	a3
	 
	+
	+
	+
	 
	 
	 
	 

	a4
	 
	 
	+
	 
	+
	+
	 
	 

	a5
	 
	 
	 
	+
	+
	 
	 
	 

	a6
	 
	 
	 
	+
	 
	+
	 
	+


Никакой из механизмов не может быть занят одновременно на двух работах. Все работы выполняются за одно и тоже время t. Как распределить механизмы, чтобы суммарное время выполнения всех работ было наименьшим?

3. На предприятии планируется выполнить 8 работ: v1,v2,…v8. Для выполнения этих работ необходимы механизмы а1,а2,…,а6. Использование механизмов для проведения каждой из работ определяется следующей таблицей Т:

	Работа 

механ.
	v1
	v2
	v3
	v4
	v5
	v6
	v7
	v8

	A1
	
	 
	 
	+
	 
	 
	+
	 

	A2
	+
	+
	 
	 
	+
	 
	 
	 

	A3
	 
	+
	+
	+
	 
	 
	 
	 

	a4
	+ 
	 
	
	 
	+
	+
	 
	 

	a5
	 
	 
	+ 
	+
	+
	 
	 
	 

	a6
	 +
	 
	 
	+
	 
	+
	 
	+


Никакой из механизмов не может быть занят одновременно на двух работах. Все работы выполняются за одно и тоже время t. Как распределить механизмы, чтобы суммарное время выполнения всех работ было наименьшим?

4. На предприятии планируется выполнить 8 работ: v1,v2,…v8. Для выполнения этих работ необходимы механизмы а1,а2,…,а6. Использование механизмов для проведения каждой из работ определяется следующей таблицей Т:

	Работа 

механ.
	v1
	v2
	V3
	v4
	v5
	v6
	v7
	v8

	a1
	 +
	 
	+ 
	 
	 
	+ 
	+
	 

	a2
	 +
	+
	 
	 
	
	 
	 
	+

	a3
	 
	 
	+
	 
	 
	 
	+
	 

	a4
	+
	 
	 
	+
	 
	 
	 
	+

	a5
	 
	 +
	 
	 
	+
	 
	 
	+

	a6
	 
	 
	+
	 
	 
	+
	 
	 


Никакой из механизмов не может быть занят одновременно на двух работах. Все работы выполняются за одно и тоже время t. Как распределить механизмы, чтобы суммарное время выполнения всех работ было наименьшим?

5. На предприятии планируется выполнить 8 работ: v1,v2,…v8. Для выполнения этих работ необходимы механизмы а1,а2,…,а6. Использование механизмов для проведения каждой из работ определяется следующей таблицей Т:

	Работа 

механ.
	v1
	v2
	v3
	v4
	v5
	v6
	v7
	v8

	a1
	+
	 
	+
	 
	 
	 
	+
	+

	a2
	 
	+
	 
	+
	 
	 
	 
	 

	a3
	 
	 
	+
	 
	 
	+
	+
	 

	a4
	+
	+
	 
	+
	+
	 
	 
	 

	A5
	 
	 
	+
	 
	+
	 
	 
	+

	A6
	 
	 
	 
	 
	+
	+
	 
	+


Никакой из механизмов не может быть занят одновременно на двух работах. Все работы выполняются за одно и тоже время t. Как распределить механизмы, чтобы суммарное время выполнения всех работ было наименьшим?

6. В учебном центре необходимо провести занятия по математике, физике, химии, иностранному языку и истории в группах А,В,С. Занятия проводятся преподавателями K,L,M. Следующая таблица Т указывает, какие занятия надо провести в группах и какими преподавателями они могут быть проведены:

	Предмет
	Группа
	Преподаватель

	
	А
	В
	С
	K
	L
	M

	Математика
	+
	+
	 
	+
	 
	 

	Физика
	+
	 
	+
	+
	 
	 

	Химия
	+
	+
	 
	 
	+
	 

	Иностр. язык
	 
	+
	+
	 
	 
	+

	История
	+
	 
	+
	 
	 
	+


Каждое занятие проводится в течение двух часов, включая перерывы. В центре имеются три аудитории, которые вмещают лишь одну из групп. Для занятий по физике и химии оборудована одна из этих аудиторий. Можно ли провести все необходимые занятия в течение одного рабочего дня (8 часов)? Если можно, то как это сделать?

7. В учебном центре необходимо провести занятия по математике, физике, химии, иностранному языку и истории в группах А,В,С. Занятия проводятся преподавателями K,L,M. Следующая таблица Т указывает, какие занятия надо провести в группах и какими преподавателями они могут быть проведены:

	Предмет
	Группа
	Преподаватель

	
	А
	В
	С
	K
	L
	M

	Математика
	+
	+
	+
	+
	 
	 

	Физика
	+
	+
	 
	 
	+
	 

	Химия
	 
	+
	+
	 
	+
	 

	Иностр.язык
	+
	 
	+
	 
	 
	+

	История
	+
	+
	 
	 
	 
	+


Каждое занятие проводится в течение двух часов, включая перерывы. В центре имеются три аудитории, которые вмещают лишь одну из групп. Для занятий по физике и химии оборудована одна из этих аудиторий. Можно ли провести все необходимые занятия в течение одного рабочего дня (8 часов)? Если можно, то как это сделать?

8. В учебном центре необходимо провести занятия по математике, физике, английскому, французскому языку и истории в группах А,В,С. Занятия проводятся преподавателями K,L. Следующая таблица Т указывает, какие занятия надо провести в группах и какими преподавателями они могут быть проведены:

	Предмет
	Группа
	Преподаватель

	
	А
	В
	С
	K
	M

	Математика
	+
	+
	+
	+
	 

	Физика
	+
	+
	 
	 +
	 

	Англ. язык
	 + 
	
	+
	 
	 +

	Франц. язык
	
	+ 
	+
	 
	+

	История
	
	
	 + 
	 
	+


Каждое занятие проводится в течение двух часов, включая перерывы. В центре имеются три аудитории, которые вмещают лишь одну из групп. Для занятий по иностранным языкам оборудована одна из этих аудиторий. Можно ли провести все необходимые занятия в течение одного рабочего дня (8 часов)? Если можно, то как это сделать?

9. В учебном центре необходимо провести занятия по математике, физике, английскому, французскому языку и истории в группах А,В,С. Занятия проводятся преподавателями K,L. Следующая таблица Т указывает, какие занятия надо провести в группах и какими преподавателями они могут быть проведены:

	Предмет
	Группа
	Преподаватель

	
	А
	В
	С
	K
	M

	Математика
	+
	+
	+
	+
	 

	Физика
	+
	
	 
	 +
	 

	Англ. язык
	
	+
	
	 
	 +

	Франц. язык
	
	 
	+
	 
	+

	История
	+
	+
	 + 
	 
	+


Каждое занятие проводится в течение двух часов, включая перерывы. В центре имеются три аудитории, которые вмещают лишь одну из групп. Для занятий по иностранным языкам оборудована одна из этих аудиторий. Можно ли провести все необходимые занятия в течение одного рабочего дня (8 часов)? Если можно, то как это сделать?

10. В учебном центре необходимо провести занятия по математике, физике, английскому, французскому языку и истории в группах А,В,С. Занятия проводятся преподавателями K,L,М. Следующая таблица Т указывает, какие занятия надо провести в группах и какими преподавателями они могут быть проведены:

	Предмет
	Группа
	Преподаватель

	
	А
	В
	С
	K
	M
	L

	Математика
	+
	+
	
	+
	 
	

	Физика
	+
	
	 
	 +
	 
	

	Англ. язык
	+
	+
	+
	 
	 +
	+

	Франц. язык
	
	 
	+
	 
	
	+

	История
	+
	+
	 + 
	 
	+
	


11. В учебном центре необходимо провести занятия по математике, немецкому, английскому, французскому языку и истории в группах А,В,С. Занятия проводятся преподавателями K,L,М. Следующая таблица Т указывает, какие занятия надо провести в группах и какими преподавателями они могут быть проведены:

	Предмет
	Группа
	Преподаватель

	
	А
	В
	С
	K
	L
	M

	Математика
	+
	
	+
	+
	 
	 

	Немецкий язык
	+
	+
	 
	 
	
	+ 

	Англ. язык
	+ 
	
	+
	 
	+
	 

	Франц. язык
	
	+ 
	
	 
	 
	+

	История
	
	+
	+ 
	 
	+ 
	


Каждое занятие проводится в течение двух часов, включая перерывы. В центре имеются три аудитории, которые вмещают лишь одну из групп. Для занятий по иностранным языкам оборудована одна из этих аудиторий. Можно ли провести все необходимые занятия в течение одного рабочего дня (8 часов)? Если можно, то как это сделать?

12. В учебном центре необходимо провести занятия по математике, немецкому, английскому, французскому языку и истории в группах А,В,С. Занятия проводятся преподавателями K,L,М. Следующая таблица Т указывает, какие занятия надо провести в группах и какими преподавателями они могут быть проведены:

	Предмет
	Группа
	Преподаватель

	
	А
	В
	С
	K
	L
	M

	Математика
	+
	+
	+
	+
	 
	 

	Немецкий язык
	
	+
	 
	 
	
	+ 

	Англ. язык
	+ 
	
	+
	 
	+
	 

	Франц. язык
	
	 
	
	 
	 
	+

	История
	+
	+
	+ 
	 
	+ 
	


Каждое занятие проводится в течение двух часов, включая перерывы. В центре имеются три аудитории, которые вмещают лишь одну из групп. Для занятий по иностранным языкам оборудована одна из этих аудиторий. Можно ли провести все необходимые занятия в течение одного рабочего дня (8 часов)? Если можно, то как это сделать?

13. На многопроцессорном вычислительном комплексе необходимо выполнить 7 заданий v1,…,v7. Задания могут использовать общие данные, и в этом случае их выполнение не может проводиться одновременно:

	 
	v1
	v2
	v3
	v4
	v5
	v6
	v7

	v1
	 
	+
	 
	 
	+
	 
	+

	v2
	+
	 
	+
	 
	 
	+
	+

	v3
	 
	+
	 
	+
	+
	 
	+

	v4
	 
	 
	+
	 
	+
	+
	+

	v5
	+
	 
	+
	+
	 
	+
	+

	v6
	 
	+
	 
	+
	+
	 
	+

	v7
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	 


Предположим, что все задания могут выполняться за одно и то же время t. За какое наименьшее время можно выполнить все задания? Какое количество процессоров может для этого понадобиться?

14. На многопроцессорном вычислительном комплексе необходимо выполнить 7 заданий v1,…,v7. Задания могут использовать общие данные, и в этом случае их выполнение не может проводиться одновременно:

	 
	v1
	v2
	v3
	v4
	v5
	v6
	v7

	v1
	 
	+
	 
	 
	 
	+
	 

	v2
	+
	 
	+
	 
	+
	 
	+

	v3
	 
	 
	 
	+
	 
	+
	 

	v4
	+
	 
	+
	 
	+
	 
	+

	v5
	 
	+
	 
	+
	 
	+
	 

	v6
	+
	 
	+
	 
	+
	 
	+

	v7
	 
	+
	 
	+
	 
	+
	 


Предположим, что все задания могут выполняться за одно и то же время t. За какое наименьшее время можно выполнить все задания? Какое количество процессоров может для этого понадобиться?

15. В учебном центре необходимо провести занятия по математике, физике, английскому, французскому языку и истории в группах А,В,С. Занятия проводятся преподавателями K,L. Следующая таблица Т указывает, какие занятия надо провести в группах и какими преподавателями они могут быть проведены:

	Предмет
	Группа
	Преподаватель

	
	А
	В
	С
	K
	M

	Математика
	+
	+
	+
	+
	 

	Физика
	+
	+
	 
	 +
	 

	Англ. язык
	 + 
	
	+
	 
	 +

	Франц. язык
	
	 
	+
	 
	+

	История
	
	+
	 + 
	 
	+


Каждое занятие проводится в течение двух часов, включая перерывы. В центре имеются три аудитории, которые вмещают лишь одну из групп. Для занятий по иностранным языкам оборудована одна из этих аудиторий. Можно ли провести все необходимые занятия в течение одного рабочего дня (8 часов)? Если можно, то как это сделать?

Практическая работа №10
Алгоритмы анализа графов

Многие задачи либо непосредственно сводятся к нахождению в графах кратчайших путей, либо используют поиск путей на одном из этапов своего решения. 

Задача: найти путь между двумя заданными вершинами графа (орграфа), количество промежуточных вершин (и, соответственно, ребер) в котором минимально. 

Для решения данной задачи существует эффективный алгоритм, имеющий линейную сложность как по числу вершин, так и по числу ребер - волновой алгоритм (другие названия - поиск в ширину, алгоритм степного пожара). 

Волновой алгоритм 

Дано: непyстой гpаф G=(V,E). Требуется найти путь между вершинами s и t графа (s не совпадает с t), содержащий минимальное количество промежуточных вершин (ребер). 

I 

1. Каждой вершине vi приписывается целое число 
T(vi) - волновая метка. Начальное значение T(vi)=-1. 

2. Заводятся два списка OldFront и NewFront (старый и новый "фpонт волны"), а также пеpеменная T (текyщее вpемя).

3. OldFront:={s}; NewFront:={}; T(s):=0; T:=0; 

4. Для каждой из веpшин, входящих в OldFront, пpосматpиваются инцидентные (смежные) ей веpшины uj, и если T(uj) = -1, то T(uj):=T+1, NewFront:=NewFront + {uj}.

5. Если NewFront = {},
 
 

то ВЫХОД("нет решения"). 

6. Если t ( NewFront (одна из веpшин uj совпадает t), 
 


то найден кpатчайший пyть между s и t с
           


T(t)=T+1 промежуточными ребрами;
 
 


ВЫХОД("решение найдено"). 

7. OldFront:=NewFront; NewFront:={}; T:=T+1; goto (4). 

Замечание: на шаге (4) "соседними" вершинами для неориентированных графов считаются все смежные вершины, а для орграфов - вершины, в которые из данной вершины ведут дуги. 

II 

Если на шаге (6) была достигнyта веpшина t, то восстановить кpатчайший пyть можно следyющим обpазом: сpеди соседей веpшины t найдем любую веpшину с волновой меткой T(t)-1, сpеди соседей последней - веpшину с меткой T(t)-2, и т.д., пока не достигнем s. Найденная последовательность вершин определяет один из кpатчайших пyтей из s в t. Hа пpактике выгодно сохpанять на шаге (4) инфоpмацию о том, из какой веpшины "волна" пpишла в веpшинy uj - тогда восстановление пyти осyществляется быстpее. 

Пример разметки графа после выполнения волнового алгоритма для нахождения кратчайшего пути.
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 Алгоритм Дейкстры 

Дано: непyстой взвешенный гpаф G=(V,E) с неотрицательными весами ребер (дуг). Требуется найти кpатчайший пyть от s к t (s(t). 

Инициализация: 

1. всем веpшинам vi пpиписывается метка - вещественное число: d(s)=0, d(vi)=+( для всех vi(s; 

2. метки всех вершин, кроме s, считаются временными, метка s - постоянной; 

3. вершина s объявляется текущей (c:=s); 

4. все ребра (дуги) считаются непомеченными. 

Основная часть: 

1. для всех вершин uj, инцидентных текущей вершине c, метки которых являются временными, пересчитываем эти метки по формуле:
 
d(uj):=min{d(uj), d(c) + Weight(c,uj)} (*),
 
где (c,uj) - ребро (дуга), соединяющая вершины c и uj, а Weight(c,uj) - ее вес; при наличии кратных ребер выбирается ребро с минимальным весом; 

2. если метки всех вершин являются постоянными либо равны +(, то путь не существует; ВЫХОД("нет решения"); 

3. иначе находим среди вершин с временными метками (среди всех таких вершин, а не только тех, чьи метки изменились в результате последнего выполнения шага (1)!) вершину x с минимальной меткой, объявляем ее метку постоянной, помечаем ребро (дугу) (c',x), такое, что d(x) = d(c') + Weight(c',x), где c'=с либо c' - вершина, бывшая текущей на одном из предыдущих шагов (c'=с, если на шаге (1) при uj=x реализовалась вторая часть формулы (*)), и делаем эту вершину текущей (c:=x); 

4. если c=t, то найден путь длины d(t), который можно восстановить следующим образом: это тот путь между s и t, который состоит только из помеченных на шаге (3) ребер (дуг) (можно доказать, что он существует и единственен); ВЫХОД("решение найдено"); 

5. иначе переходим на шаг (1). 

Алгоритм Форда-Беллмана

Обозначим через МинСт(1,s,к) наименьшую стоимость проезда из 1 в s менее чем с k пересадками. Тогда выполняется такое соотношение:


МинСт (1,s,k+1) = наименьшему из чисел МинСт(1,s,k) и МинСт(1,i,k) + a[i][s] (i=1..n)


Как отмечалось выше, искомым ответом является МинСт(1,i,n) для всех i=1..n.

     k:= 1;


     for i := 1 to n do begin x[i] := a[1][i]; end;


     {инвариант: x[i] := МинСт(1,i,k)}


     while k <> n do begin


     | for s := 1 to n do begin


     | | y[s] := x[s];


     | | for i := 1 to n do begin


     | | | if y[s] > x[i]+a[i][s] then begin


     | | | | y[s] := x[i]+a[i][s];


     | | | end;


     | | end


     | | {y[s] = МинСт(1,s,k+1)}


     | | for i := 1 to n do begin x[s] := y[s]; end;


     | end;


     | k := k + 1;


     end;

Программа останется правильной, даже если не заводить массива y, а производить изменения в самом массиве x 
(заменив в программе все вхождения буквы y на x и затем удалить ставшие лишними строки).
Алгоритм Флойда

Дано: непyстой взвешенный гpаф G=(V, E) с пpоизвольными весами ребер (дуг). Требуется найти длины кpатчайших пyтей между всеми парами вершин графа, если в графе нет циклов (контуров) отрицательной суммарной длины, либо обнаружить наличие таких контуров.


Инициализация:



1. Построим матрицу D0 размерности |V| x |V|, элементы которой определяются по правилу:

a. dii0= 0;

b. dij0= Weight(vi, vj), где i<>j, если в графе существует ребро (дуга) (vi, vj);

c. dij0= бесконечность , где i<>j, если нет ребра (дуги) (vi, vj).

2. m:=0.

Основная часть:


1. Построим матрицу Dm+1 по Dm, вычисляя ее элементы следующим образом:



dijm+1=min{dijm, di(m+1)m + d(m+1)jm}, где i<>j; diim+1=0 (*).


Если dimm + dmim < 0 для какого-то i, то в графе существует цикл (контур) отрицательной длины, проходящий через вершину vi; ВЫХОД.





2. m:=m+1; если m<|V|, то повторяем шаг (1), иначе элементы последней построенной матрицы D|V| равны длинам кратчайших путей между соответствующими вершинами; ВЫХОД.
КОНЕЦ




Если требует найти сами пути, то перед началом работы алгоритма построим матрицу P с начальными значениями элементов pij=i. Каждый раз, когда на шаге (1) значение dijm+1 будет уменьшаться в соответствии с (*) (т.е. когда di(m+1)m + d(m+1)jm<dijm), выполним присваивание pij:=p(m+1)j. В конце работы алгоритма матрица P будет определять кратчайшие пути
 между всеми парами вершин. Значение pij будет равно номеру предпоследней вершины в пути между i и j (либо pij=i, если путь не существует).

Примечаниe: если граф - неориентированный, то все матрицы Dm являются симметричными, поэтому достаточно вычислять элементы, находящиеся только выше (либо только ниже) главной диагонали.

Пропускная способность сети

Определение. Сетью называется пара (G,(), где G – ориентированный граф, а ( - функция из множества вершин графа в множество неотрицательных действительных чисел.

Если е – дуга графа G, то число ((е) в зависимости от контекста называется либо длиной, либо весом, либо пропускной способностью дуги. При изображении сети ((е) проставляется рядом с дугой е. Будем называть число ( (е) длиной дуги е.

Для сетей можно обобщить понятие полустепени исхода и полустепени захода вершины. Пусть N=(G, () – сеть, v – вершина этой сети (т.е. вершина графа G). Полустепенью исхода р-(v) вершины v назовем сумму ((е) по всем дугам, исходящим из v, полустепенью захода р+(v) вершины v – сумму ((е) по всем дугам, заходящим в v. 

Для сетей, так же как и для орграфов справедливо утверждение о том, что сумма полустепеней исхода и сумма полустепеней захода всех вершин совпадают.

Как и в случае орграфов, вершину сети v, для которой 
р-(v)>0 и р+(v)=0 будем называть источником, а вершину w, для которой р+(w)>0 и р-(w)=0 – стоком.

Пусть N=(G, () – сеть, имеющая один источник a и один сток b. Предположим, что сеть N представляет собой схему линий связи, где вершинам соответствуют узлы связи, дугам – линии связи с указанным направлением передачи информации. Если е – дуга сети N, то величина ((е) означает ограничение количества информации, передаваемой по дуге е за некоторый промежуток времени. Возникает вопрос, какое наибольшее количество информации можно передать из а в b и как это сделать?

Следуя приведенной выше интерпретации сети, условимся величину ((е) называть пропускной способностью дуги е.

Определение. Пусть N=(G, () – сеть, а – источник и b – сток этой сети. Потоком через сеть N называется функция

ЕR+{0}, удовлетворяющая двум условиям:

1) (е)(е) для любой дуги еЕ,

2) в сети (G, () у любой вершины, кроме источника и стока, полустепень исхода равна полустепени захода. Число ((е) называется значением потока через дугу е.

Предложение. Пусть  - поток через сеть N=(G, ). Тогда сумма потоков через дуги, инцидентные источнику, равна сумме потоков через дуги, инцидентные стоку.

Сумма, о которой говорится в предложении, называется величиной потока. Поток называется максимальным, если он имеет наибольшую величину. 

Разрезом сети N, имеющей один источник и один сток, называется множество дуг S такое, что любой путь из источника в сток проходит через дугу из S.

Пропускной способностью разреза называется сумма пропускных способностей входящих в него дуг. Разрез называется минимальным, если он имеет наименьшую пропускную способность (среди всех разрезов данной сети). Пропускную способность разреза S будем обозначать через (S).
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Рисунок 1 – Пример сети с обозначениями пропускной способности

Так, например, для сети на рис.1 примерами разрезов будут множества S1={(a,y), (a,x), (a,z)}, S2={(a,z), (x,z), (y,z), (y,b)}, S3={(y,b), z,b)}. Эти разрезы имеют пропускные способности соответственно 7,6 и 6. Разрезы S2 и S3 являются минимальными. 

Оказывается, что для любой сети величина максимального потока совпадает с пропускной способностью минимального разреза. Этот результат был получен американскими математиками Фордом и Фолкерсоном в 1955 году. 

Алгоритм нахождения максимального потока

Дана сеть (G,), a – источник, b – сток сети, :EN.

Шаг 1. Если не существует пути из источника в сток, то положить =0 и перейти к шагу 4, иначе выбрать непустое множество T непересекающихся по дугам путей из a в b. Если e1,e2,…,ek – путь из T, т.е. последовательность дуг, то положить (e1)= (e2)=…= (ek)=min{(e1),…,(ek)}. Для дуг e, через которые не проходят пути из T, положить (e)=0. В результате получаем ненулевой поток  через сеть (G,).

Шаг 2. Исходя из сети (G,) и потока  построить сеть (G′,′) следующим образом. Граф G’ будет иметь те же вершины, что и граф G. Если e – дуга графа G и (e) - (e)0, то e – дуга графа G′ и ′(e)=(e) - (e). Если e – дуга графа G и (e)0, то вводим дугу ē обратной ориентации, нежели e, и полагаем ′(ē) = (e). В случае, когда возникают кратные дуги e1 и e2, то вводим вместо них одну дугу e и полагаем ′(e)=′(e1) + ′(e2).

Шаг 3. Если в сети (G′,′) не существует пути из a в b, то перейти к шагу 4, иначе в сети (G’,’) построить ненулевой поток ’ так, как это предписано шагом 1. Для сети (G,) положить =+’ и перейти к шагу 2.
Шаг 4. Выдать . Конец работы алгоритма.

На примере сети, изображенной на рис.2, проиллюстрируем работу алгоритма. В качестве множества T на первом шаге алгоритма выбрано множество из двух путей: a,v1,v4,b и a,v2,v5,b.
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Рисунок 2 – Исходная сеть
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Рисунок 3 – Сеть после шага 2 алгоритма
На рис. 3 представлена сеть (G′,′) полученная после выполнения шага 2 из сети на рис. 2 с указанным (в скобках) потоком ′. В качестве множества T для построения потока ′ взято множество, состоящее из одного пути: a,v3,v5,v2,v6,b. Поток +′ для сети (G, изображен на рис. 4. Этим завершен один проход алгоритма. Обратим внимание на то, что для e=(v2,v5) +′(e)=(e)–′( ē)=1.
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Рисунок 4 – Поток +′ для сети (G, 
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Рисунок 5 – Максимальный поток 

Сеть построенная на шаге 2 второго прохода алгоритма, уже не имеет (a,b) – путей (см.рис. 5). Следовательно, на рис. 4 изображен максимальный поток.

Задания для выполнения

Задание 1. Поиск кратчайших путей

Найти кратчайший путь в графе, используя исходные данные, указанные в варианте. Результатом должна быть программа, которая позволяет задавать граф, выводит заданный граф, находит кратчайший путь, выводит его длину и строит сам путь.

Варианты заданий

1. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Форда-Беллмана. Граф ориентированный. Количество вершин не менее 8, количество дуг не менее 12.

2. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Форда-Беллмана. Граф неориентированный. Количество вершин не менее 8, количество дуг не менее 12.

3. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Флойда. Граф ориентированный. Количество вершин не менее 8, количество дуг не менее 12.

4. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Флойда. Граф неориентированный. Количество вершин не менее 8, количество дуг не менее 12.

5. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Дейкстры. Граф неориентированный. Количество вершин не менее 8, количество дуг не менее 12.

6. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Дейкстры. Граф ориентированный. Количество вершин не менее 8, количество дуг не менее 12.

7. Найти кратчайший путь, используя волновой алгоритм. Граф неориентированный. Количество вершин не менее 8, количество дуг не менее 12.

8. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Форда-Беллмана. Граф ориентированный. Количество вершин не менее 10, количество дуг не менее 14.

9. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Форда-Беллмана. Граф неориентированный. Количество вершин не менее 10, количество дуг не менее 14.

10. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Флойда. Граф ориентированный. Количество вершин не менее 10, количество дуг не менее 14.

11. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Флойда. Граф неориентированный. Количество вершин не менее 10, количество дуг не менее 14.

12. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Дейкстры. Граф неориентированный. Количество вершин не менее 10, количество дуг не менее 14.

13. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Дейкстры. Граф ориентированный. Количество вершин не менее 10, количество дуг не менее 14.

14. Найти кратчайший путь, используя волновой алгоритм. Граф неориентированный. Количество вершин не менее 10, количество дуг не менее 14.

15. Найти кратчайший путь, используя алгоритм Дейкстры. Граф неориентированный. Количество вершин не менее 9, количество дуг не менее 14.

Задание 1 можно решать вручную! Тогда результатом должны быть пошаговое нахождение кратчайшего пути. Должны быть расписаны все промежуточные множества по итерациям и представлены соответствующие рисунки.

Задание 2. Потоки в сетях

Найти максимальный поток в графе. Нарисовать граф с количеством дуг и вершин согласно варианту. Для графа построить разрезы. Построить максимальный поток согласно алгоритму.

Результатом является список разрезов.

Рисунок максимального потока графа. Рисунки, использованные при построении максимального потока.
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Код – буква соседняя снизу.
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V={1,2,3,4};  - множество вершин


E=<(1,1), (1,2), (1,3), (2,4), (2,4)> - множество дуг
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